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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Castilla-La Mancha

UNIDAD 1. LIMITES. CONTINUIDAD.

Saberes Temal. Funciones. Limites. Continuidad

D2. Modelo D2.1. Relaciones cuantitativas en situaciones complejas: estrategias de identificacion y

matematico determinacion de la clase o clases de funciones que pueden modelizarlas.

D4. Relaciones y | D4.1. Representacion, analisis e interpretacion de funciones con herramientas digitales.

funciones D4.2. Propiedades de las distintas clases de funciones: comprension y comparacion.

B2. Cambio B2.2. Aplicacion de los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad a la
representacion y al estudio de situaciones susceptibles de ser modelizadas mediante
funciones.

TEORIA. Definicidon de funcidn.

Ejemplo gréfico

TEORIA. Dominio de una funcién.

TEORIA. Recorrido de una funcion.

TEORIA. Funciones elementales.

Lineales y=ax+b Cuadraticas y=ax>+bx+c Polinémicas y=P(x) Racionales y=1/x
Dom(f)= Dom(f)= Dom(f)= Dom(f)=

Racionales y=Vx Exponenciales y=2* Logaritmicas y=log(x) Trigonométricas y=sen(x)
Dom(f)= Dom(f)= Dom(f)= Dom(f)=
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

TEORIA. Dominio de las funciones elementales.

Funciones Dominios

Polindmicas (P(x))
Exponenciales (2*)
Sen(x), Cos(x)

Racionales P(x)/Q(x)

Radicales /Q(x)

Logaritmos log.(Q(x))

Ejercicios:
1. Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones:
a)f(x)=x>+3 b)f(x)=2+Vx+1 |c)f(x) :ﬁ d) f(x) :\/i; e) f(x) =Ln (x - 2)

(Sol.:a) D(f) =R; R(f) = [3, + o= ) b)D(f) = [-1, + == ); R(f) = [2, + == );
¢) D(f) = (= ©2,2)U(2, + = ); R(f) = (= ==, 0)U(0, + == ); d) D(f) = (0, + = ); R(f) = (0, + °=); e) D(f) = (2, +o); R(f) = R)

2.Encuentra el dominio de las siguientes funciones:

x2 x24+1

a)f(x) = 21 b) g (x) = N c) h(x) =Ln(x?-3x+2) d) p(x) :e,—lc

(Sol.: @) D(f) =R-{-1,1} ; b) D(g) = (-2°,2)U(2,+ =) ; c) D(h)= (-°2, 1)U(2, +e°); d) D(p) = R — {0} )

3. Encuentra el dominio de las siguientes funciones:

a)f(x) = |22 b) g (x) = log (—-

x+3 xZ-1

)

TEORIA. Funciones a trozos.

Representa graficamente e indica el dominio:

[ ] YA
x+1 x < -1 I N I N |
f(x)=4x?—-1 —-1<x<2 { {1 1 lc
3 x =2 i
14
Ld <4 -3 2 -} 1 2 3 3 &5
._2-
=31
..4-
RA
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

L s 5
MelchoR
‘e

TEORIA. Funcidn valor absoluto.

Expresa como una funcién a trozos y representa graficamente: vk
a) f(x)=|x+1] HEEEEN
[, ]

13—

2

Dot 0w e T2 3 4 6%

12

-3

| | YY

b) f(x)=|x>-5x+6 |

YA

s ]

|,

3

2

L1

_f—b—-t EYRIE’ 12 3 3 s=x

-2

=34

| ]

“YY

Ejercicios:

ny .z x+2
4.Expresa como una funcidn a trozos la funcién f(x) = o

TEORIA. Idea intuitiva de limite.

TEORIA. Limites laterales.
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s Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

5.Dada esta funcidn, indica cuanto valdra cada uno de estos limites

a) lim_f(x)= b) lim f(x)= ¢) lim f (x)= d) lim f(x)= e) lim f(x)=

6.Dada esta funcidn, indica cuanto valdra cada uno de estos limites

a) lim f(x)=  b) lim f(x)= ¢) lim f(x)= d) lim f(x)= e)lim f(x)=

7.Estudia el dominio y calcula los limites de las siguientes funciones en los puntos que se indican. En el caso

de funciones a trozos represéntalas ademas graficamente.

a)f(x)=(x’ =2) enx=2yx=0 b)glx)=J ~* st x<=l gny=11
x +1 si x=2-1
%2 x*-1 si x<2
c)h(x)=(4-7)enx=-2yx=0 d) p(x) = 1 si x=2 enx=2

x+1 si x>2

e) f(x) = 7x+1 St x<1enx=1 (Sol.: a) 6 y-2; b) No tiene; c) 2y 4;d) 3; e) 2)
-x"+4x-1 si x>1
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Casilla-La Mancha

Ejercicios

8. Define la funcidn f(x)=|x?-4| y calcula el limite cuando x tiende a “2” y cuando x tiende a “-2”.
x2+1 x<1

9.Dada la funcion f(x) = {ax +3 1< x <1 calculalos valores “a” y “b” para que existan los limites en
bx3 — 2 2<x

x=1y x=2.

TEORIA. Propiedades de los limites.

Calculo de limites cuando x>

TEORIA. lim 222, con P(x) y Q(x) polinomios.
x—00 Q(x)
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Casilla-La Mancha

TEORIA. lim £&

x—00 g(x)

TEORIA. Asintota horizontal. (lim f(x) = L)
X — 00

TEORIA. Célculo de limites cuando x=>-o

Ejercicios
10. Calcula el limite de las siguientes funciones y representa el resultado:

a) lim L b) lime™ ¢ lim—x*+1 d) limLnx e) limsenx f) lz'n_j e’ g lim

X+ X X+ X—>40 Xyt XL

2

X0 ¥ +1
11. Calcula los siguientes limites:
a) lim 3x° —x? b) lim 3x* —x* ¢) lim —x* +2x+1 d) lim —x’ +2x+1

X=»+0 X—>—0 x>+ X=)=—®

12. Calcula los siguientes limites:

3 2 _ _2 3 + —1 2 _
a) lim w b) lim —=> TX0 c) lim 132"—3"
P —-x“+2 Xyt 6x-’ + 5x xiw x° = 2x +1
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-La Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

13. Calcula los siguientes limites:

3x+1 V5x® —2x , x> =3x

a) lim b) lim ——— c) lim

x>0 [4x2 —6x x+o Qx4+ 5 x >mm

14. Calcula los siguientes limites:

2
2 2 . 2x°-12x+9
a) lim im 22X X1 ¢) iy 2 Ex-1 d) lm —Y—mr

X——0 5 .
X400 2X+1 x40 [ 2 4 x>0 [\2 4 x°+5x-2

X2+3 )

15. Calcula el valor de k de forma que sea cierto que

. 2kx* —Tx+5
im ——— =

X =>4 7x2 -3

-1

16. Determina las asintotas horizontales de estas funciones y represéntalas graficamente:
1
a) f(x) = —— b)glx)=2 /2

1+|x|

17. Determina las asintotas horizontales de estas funciones y represéntalas graficamente:

x2-2 x2— (x+1)?
x2+1 C) h(X) B 2x-3

a)fix)=—=  b)glx)=

TEORIA. lim f(x) = o — oo (Indeterminacién)
X—00

2x?

x+3

Caso 1: lim —2x

Caso 2: lim 2* —In (x)
X—00

Caso 3: lim __vx* —x —x

Ejercicios
18. Calcula los siguientes limites:
a) Ilim2*—x b) Ilim2*-¢"

X =>»+0 X=p+a0
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Unidad 1. Limites. Continuidad.
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19. Calcula los siguientes limites:

2 2
a) lim (2"—‘5"-2):] b) lim (x ‘Sx-xJ

x+3 xode| o x

20. Calcula:a) lim Vx2 +2x —x b) lim Vx2+1—+vVx2 —x  ¢) lim 2x — 1 + 4x
X—00 X—00

X—00

TEORIA. lim f(x) = a®, 1% (Indeterminacién)
X—00

Ejercicios
21. Calcula:

x+l x+2
a) lim (x> +1)*? b) lim (ZXH) c) lim (2x+13) d) Iim (x* +1)~**"

Xpte0 X>te X ]

22. Calcula:

x x 2 2x-1 4x
a) lim (x> +1)*>  b) lim (2"”) B lz'm( X j d) liml 2] o) dim (2" 1)
X—>+0 X—>+40 X x>0\ 2x +1 X—>0 x2 -1 X+ 2x

3 -1 y
. [ x -1 (x*—4x-10)"*"° . x+3\ 7%
f) lzm( 7 ) g) lm{TJ h) llmx_,+x(1—3_x2)

X—>+0! x—6! —

23. Calcula el valor de “a” (a#0) para que se verifique

2 ax
. X< +5x _5
lim > =@
X+ x< +1
24. Determina el valor de “a@” para que sea cierta esta igualdad

li x+3\%*_
imy . (——) =e
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Unidad 1. Limites. Continuidad.
Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Casilla-La Mancha i s :

Calculo de limites cuando x=2a

TEORIA. Asintota vertical. (lim f(x) = %)
xX—a

25. Calcula el limite de las funciones en los puntos que se indican. Indica cuales son asintotas verticales y

representa graficamente los resultados.
enx=-2

a) f(x) = enx=2 b)f(x)=— enx=0 c) g(x)= L enx=1 d)h(x)=
X x—1 x° -

_ll

_2 stx <2 enx=2 g) g(x)=|iT1 enx=1

= 1 = = (x% — =
d) 0= enx=0 e)f)=(-2) enx=1  ffix= G2 3535

h)f()—\/k enx=-1yx=0

TEORIA. lim f(x) = % (Indeterminacién)
x—a

26. Calcula:

2
x -4 b) (PAU Junio 2008) i = —8x" +7x
x—0 x‘—-x

a) im
-2 x +2x* +5x+10

27. Calcula el valor de “k” para que sea cierta esta igualdad:

2_
lim u=4

x>-1x2 +3x+2

28. Calcula por el método que consideres mas adecuado:
x-1
. . Vx2-2x 2 . 3x2+1\ 2
a)limy, o x2/% b) limy_, 4o = — z(x ) c) limy4eo (:2—_2)
. . . VxZ+x -2
d) limyessoo VX2 + 5% —x ) limyoso 7= ) limyp
3_
X1 i) limy_,o (2x + 1)/

g) lim, ,, , e'/2x-1 h) limy,; ==
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Casilla-La Mancha

TEORIA. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

Ejercicios
29. Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
x+1 2
a)f(x)= — b) g(x) = c) h(x) =
) f(x) . ) 8(x) a1 ) h(x) 1

30. Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
4 2

2 b) g = V' ~2x  o)hi =~

X - —X

a) f(x) =

ax?-2x . , .
31. Sea f(x) = ey Determina el valor de “a” para que la recta x=-1 sea una asintota vertical de f(x).

—20x+4
32. Sea f(x) = — 1o

Para el valor de “a” obtenido, estudia si tiene una asintota horizontal.
33. Sea f(x) =

4x . . .
s Determina el valor de “w” para que tenga una asintota horizontal en y=12.
Wx?—

., X2+1 . , . . “w, n
34. La funcidn f(x) = px+1 tiene como asintota oblicua la recta y=-2x+2. Determina el valor de “p” y

estudia si la funcién corta a dicha asintota oblicua para ese valor de “p”.

2x3—4x? .

————con su oblicua.
2x2-1

36. Estudia las asintotas de las siguientes funciones: a) f(x)=Ln(x-1), b) g(x)=e**

35. Halla los puntos de corte de la funcion f(x) =

. Determina el valor de “a” para que la recta x=2 sea una asintota vertical de f(x).
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

TEORIA. Continuidad de una funcién en un punto.

TEORIA. Continuidad de una funcién en intervalo (a,b) y [a,b].

TEORIA. Continuidad de funciones elementales

Funciones

Continuidad

Polinémicas (P(x))

Racionales P(x)/Q(x)

Radicales \/Q(x)

Logaritmos log.(Q(x))

Exponenciales (2*)

Sen(x), Cos(x)

Tag(x)
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-La Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Ejercicios

xX2-1 si x<2

£+2 si x>2
2

37. Analiza en x = 2 la continuidad de f(x) = {

X+5

38. Comprueba si la funcién f(x) = escontinuaenx=0yx=1

39. Analiza la continuidad de f(x) = \/; enx=0

40. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el punto de abscisa x = 0:

—-x si x<0
a) f(x)=27" b) g(x) = ,
Inx si x>0

41. Define la funcion f(x) = ‘x - 3‘ y estudia si es continuaenx=-3yx=0

42. Define la funcidon g(x) = ‘xz —1‘ y estudia la continuidad enx=-1yx=1

43. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = ;T: en el intervalo [-2, 0]

. L ., -x si x<0 ]
44, Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = . . 0 en el intervalo [-1,0]
Si x>

X +1 .
45. Calcula a para que la funcién f(x) = X S X<-2 502 continua en todo R.
-x’+a si x>-2
x? si x<0
46. Dada la funcidn f(x) = <ax+b si 0<x<1 Hallaay b para que la funcién f(x) sea continua en todo R.

2 Si X1

47. Calcula ay b para que sea continua la siguiente funcion

x% +ax si x<-1

f(x) = b si —1<x<3Halla lim f(x)y lim f(x)
2x+4 si x=3 o =
48. La funcion f(x) = —X+X1_1 no estd definida para x = 0. Define f(0) de modo que f(x) sea una funcidn

continua en ese punto.

49. Estudia las posibles discontinuidades de las funciones:

1

1 m Si x <1 X+ ] <3
S ; six <
a)f(x)= {31 ¥ x<1 b)f(x)={ x-1 s 1<x<3 0) f(x)z{ X2t
2o e 1o x=3 Vx+1 six>3

x2 -7 si x>3

(Sol.: c) En x = -1 discontinuidad evitable, en x = 0 D. de salto infinito y en x = 3 D. de salto finito)
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz
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50. Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcidn siguiente resulte continua en todos los

ax—b si x< —1
puntos. f(x)={Jax? —bx+3 si —1<x <2 (Canarias-Junio 2003). (Sol.: a=-2; b =1%)
—bx3+a si x> 2

51. Decide si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se indican. En caso de no serlo,
determina el tipo de discontinuidad existente.

a)Enx=0yx=2 b)Enx=0yx=2. c)Enx=1 d)Enx=-2yx=2
Y‘ Y ) Y
1 7w
M L] -1
N
1l | 1 X
1 X J{l X
e)Enx=-1yx=2 flJEnx=1
Y Yi

i(x) , -1
i

.....

———
-

>I. v . 4

+ ] X
52. Estudia la continuidad de las siguientes funciones, y especifica los tipos de discontinuidades que
presente:

1+x% si x<-1 3ln(x+2) six< —1
a)f(x)={ 2 si x=-1 b) g(x) = 2 six= —1
3?)( si x>-1 x2—-1  six> -1

(Sol.: a) Continua en R, b) x = -1 discontinua de salto finito)

X

ﬁ six <0
53. Clasificar las discontinuidades de la siguiente funcion f(x) = > si0<x<1
xX“—=X

1
ei-x2  six>1

TEORIA. Propiedades de las funciones continuas en un punto.
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Ejercicios

54. Estudia la continuidad de las funciones:

a) f(x) = 21 b)g(x)=2x+1+ O ht) = 21 d) p(x) = Ln (% —1)
X

1
vx -1 x° -4

55. Determina para qué valores del pardmetro “a” son continuas en todo R las siguientes funciones:

a) f(x) = x?-x-e si x<1 b) g(x) = x? +ax+a-1 si x<2
e si x>1 Ln(x -1) si x>2

56. Expresa estas funciones como funciones definidas a trozos, y estudia su continuidad.
a)f(x) = | 6-x b) h(x) = [x* + x|
57. Para cualquier valor de a, se considera la funcién

x? +2x  si x<0
f(x) =4 senax si 0<x<z Determina los valores de a para los cuales f(x) es continua en todo R.
(x-7)%+1 si  x=nx

TEORIA. Teorema de Bolzano.

Ejemplo: Demostrar que la ecuacion e * + 2 = x tiene al menos una solucién real en [0,3]

Sol.: La funcién f (x) = e ¥+ 2 - x es continua en R, por ser suma de funciones continuas, y en particular es
continua en [0,3] . Como ademas f (0) =3 >0y f(3)< 0, aplicando el Teorema de Bolzano, 3c €(0,3) : f(c) =

0, estoes, e +2—c =0 (es decir, c es una solucion real de la ecuacidn inicial).

Ejercicios
58. Verificar si la funcidn cumple las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [ - 1, 1]

1 si x<0

) (Sol: No se cumple)
fx)= %—1 si x=0

59. Probar que la ecuacion x3 — 3x + 40 = 0 tiene alguna raiz real. Aproxima su valor hasta las décimas.

60. Sea f(x) =2 —x + Ln x con x €(0, +). Probar que existe un punto c €[ iz,l] tal quef(c)=0
e
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E Unidad 1. Limites. Continuidad.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Castilla-La Mancha

61. Comprobar que x> + x -1 = 0 tiene al menos una solucidn real en el intervalo [0, 1]

62. Usando el teorema de Bolzano, demuestra que la ecuacion x3+ x - 5 = 0 tiene al menos una solucion en
el intervalo (1, 2)

63. ¢Puedes afirmar que la ecuacién x — cos x = 0 tiene una raiz en el intervalo [0,1]?.

64. Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x ) =e*y g (x) =1 /x se cortan en un punto x > 0.

(Castillay Ledn. Junio 2004.) (Sol.: Existe c € (0,5; 1), talque h (c)=0,)

senx+2 si —-3<x<0

65. Determina los valores de ay b para que la funciénf(x) =< x+b si 0<x<2 satisfaga las condiciones
a si 2<x<3
X

del teorema de Bolzano en el intervalo [-3, 3].
66. Prueba que la ecuacién x = cos x tiene solucidn positiva.

67. Demostrar que existe al menos un numero real x tal que sen x = x .

TEORIA. Propiedad de los valores intermedios (Teorema de Darboux).

Ejemplo : Dada la funcion f (x) =x3-5x+ 5. ¢Puede afirmarse que esa funcién toma el valor 4 en algun

punto del intervalo [0, 2]? ¢Y el valor 2°?

(Sol.: Como la funcidén es continua y en los extremos del intervalo toma los valores f (0) =5y f (2) = 3, se deduce que
toma todos los valores entre 3 y 5; en particular, el valor 4. Esto es, existird algin punto c € (0, 2) tal que f (2) = 4.
Como 2 no esta entre 3y 5, no puede afirmarse que la funcidén tome ese valor para algun punto del intervalo (0, 2);

pero tampoco puede afirmarse que no lo tome. (De hecho, hay dos valores que toman el valor 2).

Ejercicios

68. Probar que la funcién f(x) = x (sen x + 1) toma el valor 2, en el intervalo {,E,E}
2'2

(Sol: f(x) es continua en todo R, por ser el producto de dos funciones continuas.

Como f(_%):o<2 y f( %):ﬂ>2. Por teorema de Darboux, existe un numero ke (_%%j, tal que f(k) = 2.)

69. Dada f(x) =2 sen x + 5 ¢toma el valor 6 en el intervalo (0, g)?. En caso afirmativo, determinac € (0,%)

70. La funcidén f(x) = 2 cos x + 3, étoma el valor 4 en el intervalo (0, g)?
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TEORIA. Teorema de la acotacion o de los extremos absolutos de Weierstrass.

Ejercicios

71. Estudiar si estdn acotadas las funciones siguientes en los intervalos que se indican. Si es asi, hallar sus

extremos absolutos:  a) f(x) =x*>+ 2 en [0, 1] b) f(x) = xz—z en [1, 3] (Sol.: No esta acotada)

c) f(x) = 67 en (0, 1] (Sol.: No se puede asegurar que estd acotada, f(1) = e es un minimo absoluto)

72. Aplica el teorema de Weierstass a la funcidn f(x) = 8 + 2x — x? en el intervalo [-1, 4], comprobando si se

cumple.
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UNIDAD 2. DERIVADAS.

Saberes Tema 2. Derivadas.

D2. Modelo
matematico

D2.1. Relaciones cuantitativas en situaciones complejas: estrategias de identificacion y
determinacion de la clase o clases de funciones que pueden modelizarlas.

D4. Relaciones y
funciones

D4.1. Representacion, analisis e interpretacion de funciones con herramientas digitales.
D4.2. Propiedades de las distintas clases de funciones: comprension y comparacion.

B2. Cambio

B2.1. Derivadas: interpretacion y aplicacion al calculo de limites.

B2.2. Aplicacion de los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad a la
representacion y al estudio de situaciones susceptibles de ser modelizadas mediante
funciones.

B2.3. La derivada como razon de cambio en la resolucion de problemas de optimizacion
en contextos diversos.

TEORIA: Definicién de derivada. Interpretacién fisica de la derivada (velocidad media e instantdnea).

Ejercicios

1.Utiliza la definicidn para calcular la funcién derivada de: a) f(x) = 5x — x?, b) f(x) = i .

TEORIA: Interpretacién geométrica de la derivada. Recta tangente y normal a f(x) en x=a.
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Ejercicios

. . . Lo . 80t i 0<t<3
2.Consideramos que el espacio recorrido por un movil en t horas viene dado por e(t) = { St

60{+60 si 3<t<6

a) Calcular la velocidad media a la que el mévil ha viajado entre la 12 y 52 hora.

b) Halla la velocidad en el instante t = 2 h. (Solucion: a) vim = 70 km/h; b) vi=80 km/h)

3.Averigua en qué punto de la gréfica de f(x) = x> — 2x, la pendiente de la recta tangente es 4. (Sol.: (3, 3))
4.Averiguar en qué punto la tangente a la curva de la funcion f(x) = 1/x tiene pendiente - 4, y escribir su
ecuacion. (Sol...a=x%; y=-4x+4;y=-4x—-4)

5.Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcidn f(x) =x3-5x en el punto de
abscisa x = 2.

6.Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 6x*>+1enx =1

TEORIA: Tabla para el célculo de derivadas

Funcién simple Funcién compuesta (varias funciones)
f(x)=K f'(x)=

f(x) = x f'(x)=

f() =x fi(x)= () = ("
£(x) =) f(x)= o(x) = ()
f(x) = Y(X) ()= g(x) = N0
f(x) = ex f'(x)= g(x) = ef®

f(x) =ax fi(x)= g(x) =’
f()= In(x) fi(x)= g(x) = In f(x)
f(x) = log a(x) fi(x)= g(x) = loga f(x)
f(x) = sen x f'(x)= g(x) = sen £(x)
f(x) = cos x fi(x)= g(x) = cos f(x)
f(x) = tgx f(x)= g(x) = tg f(x)
f(x)=arcsenx fi(x)= g(x)=arcsenf(x)
f(x)=arccosx f'(x)= g(x)=arccosf(x)
f(x)= arctgx fi(x)= g(x) = arctgf(x)
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TEORIA: Derivada de una suma/resta.

TEORIA: Derivada del producto

TEORIA: Derivada de un nimero por una funcién.

TEORIA: Derivada de un cociente.

TEORIA: Regla de la cadena.

Ejercicios
7.Calcula las funciones derivadas de las funciones:
a)f(x) = (@ +3x)° b) f(x)= 5= f(x)=(senx+12  d)f(x)=xsenx e} f(x) ="

f)f(x) =x e * g)f(x)=3xVx2—1 h)f(x)= 2% In(x+1) k) f(x)=% 1) f(x) = (tang 2 x + 1) cosx

(Sol.: a) (6x +9) (x2 + 3x)%; b) -2x/(x% + 4)%; c) sen 2x + 2 cosx; d) 2x sen X + X2 cos x; e) (-3x%-2x-6)/(x* —2) %;

f) e* (2x—x2%); g) (6x>-3)/Vx2—1 ;h)2*(In2In (x + 1) + 1/(x+1))

8.Calcula la funcién derivada:

e re” b) f(x) = sen x cos x ) fx)= Ln(x2+1)  d)f(x) = —

e~ X sen x

a) f(x) =

e
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e) f(x) = sen “ x f) f(x) = arc tang 3 g) f(x) = log 2 Vx

i) f(x) = (arc tang x?)>  j) f(x) = In cos e

(Sol.: @) f'(x) = - x_“:_x)z; b) f'(x) = cos 2x ; ¢) f'(x) = 2+1 . d) f(x) = S;‘jj’; :e) f'(x) = sen 2x
NF00=575 1) (0= 5 MG = U £ = S8 = - e tag )
9.Calcula la funcion derivada:

a) f(x) = (sen x)*  b)f(x)= 1x—2 ¢)f(x)= (x-e*)"

In(x—2) 1

=4 ;
X x? —2)6)

2

(Sol.: a) f'(x) = (sen x)* (In sen x + x cotag x); b) f'(x) = ¥/x-2 (_

f(x) = Vx( x+Inx 1+x;
) F(X)= (xe) (M fj

1-cos x
1+cos

10. Calcular, simplificando el resultado, la derivada de la funcién: y = Ln ( j (Sol.: f'(x) = 2/senx)

11. La Rioja. Septiembre 2001 Comprueba que es constante la derivada de la funcién:

f(x) = arc tang Jt?;sx (Sol.: f'(x) = %)

TEORIA: Derivadas laterales. Condicién para que f(x) sea derivable.

Ejercicios
12. Determina, si existe, la derivada de la siguiente funcidn en el punto que se indica:

i . —x?+4x—1 six<?2
a) f(x { /x Slx>1ene| unto de abscisax =1 b x={ X enx=2
) Flx) = 2—x six <1 P ) &(x) 2x —3 st x =2
(Sol.: a) f'(1) =-1; b) No es continua en x = 2, no existe la derivada en dicho punto
13. Calcula, si existe la derivada de la funcion f(x) = x*+4 si x20 any=Q
(x+2)* si x>0

(Sol.: No es derivable en x = 0. La funcidn tiene un punto anguloso en el punto (0,4))

14. Determina si la funcién f(x) = ‘xz
(Sol.:

— 1‘ es derivable en los puntos de abscisax=-1yx=1

No es derivableen x=-1yx=1)
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Ejercicios de recta tangente y recta normal

15. Halla los puntos de la curva f(x) = x> — 2x + 4 en los que la recta tangente a ella pasa por el origen de
coordenadas.

16. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = \lf' en el punto de abscisax =1
2~/ x

17. Halla el punto de la funcién f(x) = sen x? en que la recta tangente tiene de pendiente - 2 \/; y escribe
su ecuacion . (Sol.: x = \/;;V=—2\/;x+2 )

18. JUNIO 2011 Calcula los valores de los parametros a; b € R para que la funcion f(x) = (ax? + bx) /(x + 1)
tenga como asintota oblicua la recta y = 2x + 3. Para los valores encontrados, escribe la ecuacién de la
recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisas x = 0. (1 punto)

19. ¢En qué punto la recta tangente a f(x) = x €* es paralela al eje de abscisa?. Escribe la ecuacidn de la
recta tangente en ese punto. (Sol.: (-1, -e?); y=-1/e)

20. Averigua los puntos de la gréfica de la funcién f(x) = 3x3 — 2x? + x, en que la recta tangente es paralela a
la recta 2x— 3y +5=0. (Sol.: (1/3, 2/9), (1/9, 22/243)

21. Averigua para que valor de x la recta tangente a la curvay = Ln (x? +1) es paralela a la rectay = x.
Escribe la ecuacidn de esta recta tangente. (Sol.:y=x+Ln2-1)

22. Dada la funcidn f(x) = ax? + bx + ¢, determina coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la grafica de f(x) pasa
por los puntos (1, 0) y (3, 0), y que la recta tangente a la curva y = f(x) en x = 1 tiene pendiente igual a -1.
(Sol.:a=%,b=-2,c=3/2)

23. PAU-Canarias, 2008. Dada la funcién f(x) = ax3 + bx?>+cx+d, determinar los valores a, b, c y d para que se
cumplan las siguientes condiciones:

12 Que la tangente a la grafica de f en el punto (0, 2) sea paralelaalarecta y+1=0.
22 Que la recta x —y — 2 = 0 sea tangente a la gréfica de f en el punto de abscisas x = 1.

24. Dada la funcidn f (x) = x3 + ax? + bx, halla a y b para que las rectas tangentes a la grafica de f (x) en los
puntos de abscisas x = 2 y x = 4 sean paralelas a OX. (Sol.: a =-9, b = 24)

TEORIA: Relacién de continuidad y derivabilidad.
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Ejercicios

25. Calcular el valor del pardmetro a para que sea derivable en x = 2 la funcion:

f(x) = d-x s x<2 (Sol.: sia =3 f(x) es derivable en x = 2, y f'(2) =-1)
—Xx"+ax si x2>2

26. Determinar si es derivable en x = 2 esta funcion:

f(x) = x’-4 si x<2 (Sol.: f(x) es continua en x = 2, pero no es derivable.)
Ln(x-1) si x>2

27. Determina si la funcidn f(x) = |x — 1| es derivable en los puntos: x =3y x = 1.

2 .
+1 <2

28. Galicia, 2007 Dada la funcién: f(x) = a2x St calcula a para que f sea continua en x = 2. Para
e +2 si o x22

el valor obtenido, ées f derivable en x = 2?. (Sol.:f(x) continua en x = 2 si a = %4; no es derivable en x = 2)

29. Calcular el valor de los parametros a y b para que la siguiente funcién sea derivable en x = 0:

bx .
f(x)={e cosax st ¥<0 ¢ 221y b=1/e)

Infe+x)* si x20
30. Extremadura. Junio 2007. Dada la funcién h(x) = e " ¥ calcula el valor de su derivada en x = 0,
sabiendo que f(0) =0y f'(0) = 1. (Sol.: h'(0) = 1)

2
X

31. PAU- Madrid, 2005. Dada la funcidn f(x) = In , definida para x > 1, hallar un punto (a, f(a)) tal que

x_
la recta tangente a la gréfica de f(x) en ese punto sea paralela al eje X. (Sol.: (2, In 4))

32. Calcula ay b para que f(x) sea continua y derivable en R
2 .
+2x+3 2
fx)= {4 TS S (solia=7/2;b = 4)
X +bx+5 si x2>2

TEORIA: Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.
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Ejercicios
33. Hallar los intervalos de crecimiento y los extremos relativos de las siguientes funciones:
3

a)f(x)=x>*-3x2—=9x+1; b)f(x)=

: ; c) f(x) = e* (x2=3x +1); d) f(x) = x*—2x?
% -

fixl=—— ffx=x¥-Lne g =y=x +4

34. Razona por qué la grafica de la funcién f(x) = 3x — sen x no puede tener extremos relativos.

35. Dada la funcién f(x) = 2 x3 + a x> + bx — 6, calcula a y b para que la funcién tenga dos extremos relativos,

uno en x = 1y otro en x = 2, respectivamente. Determina si los extremos son maximos o minimos.

(Sol.:a=-9,b=12; (1, -1) maximo relativo y (2, -2) minimo relativo)

36. Halla los valores de a y b para que la funcién f(x) = x2 + ax + b alcance un minimo en el punto (1,2)

(Sol.:a=-2,b=3)

TEORIA: Curvatura. Puntos de inflexion.

Ejercicios
37. Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones, y comprueba el resultado
graficamente: a) f(x) =- x> —x +4 b) g(x) = x3- 4x c) h(x) =Ln (x + 1) d) p(x) = 2!
38. Estudia la concavidad y convexidad de las siguientes funciones:
x3 2
a) f(x) — b) g(x) = (x—3).e* c)h(x)=In(x*=x) d)p(x)=—
X+ x° -

pag. 25



E Unidad 2. Derivadas.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

TEORIA: Teorema de Rolle.

Ejercicios
39. Discute si es aplicable el Teorema de Rolle a las siguientes funciones en los intervalos que se dan. Si es
asi, ¢ para qué valores de c se cumple la tesis?:

f(x) = sen x en [0, 27] b)f(x) =1+ Vx2 en[-1,1] c)f(x)=x-vx en[0,1]

-2x+1 si x<O0
e)f(x)=1 en [-4, 4]
x°=2x+1 si x=20

(Sol.: a) Se puede aplicar; b) No se puede; c) Si se puede aplicar; d) Se puede aplicar; c = 0; e) Si se puede
aplicar, existe un valor donde se cumple c = 1))

40. Estudia si es aplicable o no el teorema de Rolle a las funciones que se indican. En caso afirmativo halla
los puntos del intervalo cuya derivada se anula.

a) f(x) = ‘xz - 1‘ en [-2, 2] b)y =senx.cos x en [0, % ]

41. Calcula ay b para que la funcidn f(x) verifique las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 2]:

(Sol.:a=1/2;b=-3/2)
ax +1 si x2>1

Fx) = {xz +bx+2 si x<l1
42. Comprobar que las ecuaciones siguientes Unicamente puede tener una raiz real:
a)x3+6x+4=0 b)x*+6x-1=0
43. Utiliza el teorema de Bolzano y el teorema de Rolle para probar que las graficas de las funciones
f(x) =x 2y g(x) =2 %, definidas para x > 0, se cortan en un solo punto.
44. Calculam, ny b para que la funciéon f(x) cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [-2, b].
£(x) = {mx2 +nx+5 si x<lI
3x+1 si x2>1

45. Demuestra que la ecuacién x> + 5x + 1 = 0 tiene solamente una raiz real.
TEORIA: Teorema del valor medio de Lagrange o de los incrementos finitos.
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Ejercicios
46. Comprueba si la funcién f(x) = x> — 3x%> — 4 cumple las condiciones del teorema del valor medio en el

intervalo [1, 3]. En caso afirmativo, determina la derivada que da el teorema y los valores de c
correspondientes.

47. Demuestra que existe un punto de abscisa x = c € (1, e) tal que la tangente a la gréfica de la funcién
f(x) =2 Ln x + 3 en c es paralela a la recta que pasa por A(1,3) y B(e, 5).
—2x+1 si x<0

2x* =2x+1 si x>0
intervalo [-1, 2] y, en caso afirmativo, determina el valor cuya existencia garantiza el teorema.

(Sol.: Si, c=2/3)

48. Dada la funcion f(x) = { , comprueba si cumple el teorema del valor medio en el

TEORIA: Regla de L'Hopital

Ejercicios

_ 2

T —e” ., x -1 , tangx , Inx
49. Halla los siguientes limites: a) im€——¢ b) lim c) lim £ d) lim —

x>0 3senx x—l lnx x—0 X x40 x° — Dy
, y , 3 y 4 senx
lim(x—2)Ln(x—-2) 1 2 lim(cosx+senx)’~  lim (x> =1)/* [limx
e) -2 f) lim| — - h) x-0 i) x>0 J) x—0
=0\ 4x  xe*

(Sol.:d) 0; e) 0; h) 1; i) 1;j) 1)

1—-cosx . Ln(cosx ,
-— b) lim ¥ ¢) lim (tanx - Lnx)
X -0 x x—0~

50. Calcula utilizando la regla de L"Hopital: a) lz’n?]
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2
d) zl'm(i—lj e) limx* ) lim 363” 3% (sol.: a) %; d) 0; e) 1; f)3)

x—=>0\ sen x x>0~ X2

51. Calcula los siguientes limites:

_ . In(e” +x° . e —e™
a) 1im > (Sol.: 0) ;b) hm(—); c) im——; d) lim 1 (Sol.: %)
x—=0 sen x2 x—0 X x>0 1 —cosx x—0! 1n(l+x) X

1 3 2 ‘ 1 tan gx
e) lim (1nx)4" (Sol.: 1); f) lim x-ln(“—x];g) lim (fag x)** ; h) nml“’s—’;”; i) hm(—]
X—>+0 X—>+00 X x_)z‘ x>0 2x =0\ x
2

2 2 3
j)lﬁnf;——ggzéz; k)lim(cost)/ﬁ2
x—=0

X x—0

52. Determina k para que exista y sea finito: Jim &= *hx
x=>0 Xx-—senx

(Sol.: k = - 2, limite 2)

ax’ +bx+1—e*
2

53. Calcular el valor de a y b para que el limite se cumpla que : [im =1(Sol.:b=2,a=3)

x=0 sen x

Problemas de optimizacion conocida la funcion:

X .
— siendo x la hora desde su

54. Si el numero de visitantes a un museo se obtiene mediante f(x) = 5
X+

apertura, ¢cuando recibe mayor nimero de visitantes?

55. El consumo de un barco que navega a una velocidad de x nudos viene dada por

2
X

450 . -
C(x) =5 + ——. Calcula la velocidad que es mas econémica y su consumo.
X

(Sol.: 23,81 nudos y un consumo de 28,35)

5t
t2—5t+9

56. La funcidn f(t) = indica el niumero de afectados, en centenas, por una determinada enfermedad.

a) éCual fue el dia en el que se registré el maximo numero de enfermos?

b) éA cudntos ascienden estos? (Sol.: a) El tercer dia; b) 500 enfermos)

Problemas de optimizacion desconocida la funcion:

57. Un jardinero dispone de 160 metros de alambre que va a utilizar para cercar una zona rectangular y
dividirla en tres partes, colocando las alambradas de las divisiones paralelas a uno de los lados del
rectangulo. ¢Qué dimensiones debe tener la zona cercada para que el area sea la mayor posible?

58. De todos los triangulos rectdngulos de 5 m de hipotenusa, halla el que tiene drea maxima.

. . (. . 5+/2
(Sol.: El tridngulo de area maxima es el que tiene T m de catetos)

59. Se desea construir un depdsito de latén con forma de cilindro de area total 54 cm2. Determina el radio
de la base y la altura del cilindro para que el volumen sea maximo.
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60. Un depdsito abierto de latédn de base cuadrada y capacidad para 4 000 |. équé dimensiones debe tener
el depdsito para que su fabricacidon sea lo mas econdmica posible?

Ejercicios propuestos para repasar para el examen:

Ecuacion de la recta tangente y normal

61. JUNIO-2003. Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal en el punto de abscisa
3

x = 0 a la grafica de la funcidn f dada por f(x) = 2xe* + (Sol.: y=2x; y=-%x)

x4

62. Reserva SEPT.- 2010 1A. Dada la funcién f(x) = arctg (vVx—-1 ), se pide:

a) Calcula y simplifica f'(x)

b) Explica razonadamente por qué en ningun punto de la gréfica de la funcidn f(x) la recta tangente es
horizontal.

Continuidad. Derivabilidad.
63. Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

) £(x) x+1 si x<2 5 b) g(x) | +2| 5 0
a) f(x) = enx= X) =[x enx=- X=
x2=1 si x>2 & Y

64. Demuestra que la siguiente funcidn es continua en el punto x = 1, pero no es derivable en él:

-x+1 si <1 . . .
f(x) = {X§+1 z: i>1 a) éContradice este hecho alguno de los teoremas o propiedades estudiados?

b) Pon un ejemplo de una funcién que sea derivable y discontinua en un punto.

2 .
+ <x<?2
65. Se sabe que la funcién f: [0, 5] >R definida por f(x) = { ax +bx si Osx es derivable en el

—4++x—-1 si 2<x<5
intervalo (0, 5). Calcula las constantesay b. (Sol.:a=-7/2,b=1)

-1 si X< -4
66. Dada f: R = R definida por: f(x) = {x+2 si -4<x<2 Estudia la continuidad y la derivabilidad.

+
8 .
— s xX>2
X

2 .
+bx+3 <2
67. Determina los valores de a y b para que la funcién f(x) = {ax o S sea continuay

I+In(x—-1) si 2<x
derivable. (Sol.:a=1y b =-3)

Crecimiento. Extremos relativos.
68. Estudia los intervalos de crecimiento y los extremos relativos de las funciones:

a) f(x) = x3 - 3x b)f(x)=$ ¢) f(x) = x- e**

(Sol.:a) Minimo relativo en x = 1 y un maximo relativo en x = -1; b) estr. decreciente (0,1) y (1, e); estr.

Creciente (e, + =); en x = e tiene un minimo relativo; c) estric. crec. en R, no tiene extremos )

69. Estudiar los intervalos de crecimiento y los extremos relativos de la funcién
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2
A= 2 )= pe-x—1) e
e

(Sol.: b) (-o=, -2) U (1, + o°) estr. crec. y (-2, 1) estr. decr.; en x = -2 tiene un max. rel. y en x = 1 un minimo

rel.)

Curvatura. Puntos de inflexion.

70. Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de estas funciones, y a partir de ellos, determina los
puntos de inflexidn:

2 .3 2

a) f(x) = x>+ 3x? b) g(x) = c) h(x) =

x J—
71. Calcula los puntos de inflexidn de las siguientes funciones, mediante la derivada tercera:

X b) glx) =~

a) f(x) = c) f(x) =x3—3x+2

X2 -
72. Determina los extremos relativos y puntos de inflexién:

a) f(x) = x4 — 4x3 b) g(x) = x°.e* ) f(x) = (x®+ 1) e* d) f(x)=x*—x3

(Sol.: c) x=-1yx=-3 puntos de inflexién; d) en x = 3/4 maximo relativo y en x = 0 hay un punto de inflexion)
73. Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

x*(3x-8) dy= !

a)y=x3-6x*+9x b) y=e*(x-1 c)y=
)y=x>-6x"+9x b) y=e*(x-1) )y > N

(Sol.: a) Hay un minimo en (3, 0) y un maximo en (1, 4); (2, 2) es un punto de inflexion. b) Hay un punto de
inflexién en (-1, -2/e); c¢) Hay un minimo en (2 4/3) punto de inflexion en el (0,0) y (4/3, - 64/81); d) Hay

un maximo en (0, 1). Punto de inflexiéon (—— —) (— —))

74. Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

2-x

e)y= Ln(x+1)
x+1

a)y=x3-3x+4 b)y=x*-6x> c)y=xe* d)y=

Teorema de Rolle

75. Demuestra que la ecuacion x* + 4 e*( x — 1) = 0 tiene Unicamente dos soluciones. ¢Podrias decir entre
gué dos numeros enteros consecutivos esta cada una de las soluciones?(PAU 1994)

76. Demostrar que la ecuaciones siguientes tienen una Unica solucién:

X2 =X cos X — sen x b) x*+6x+4=0
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Teorema de Lagrange

77. Calcula el valor de a y b para que se pueda aplicar el teorema de Lagrange a la funcidon en el intervalo

ax> +bx+2 si x<l1

[0,2]: f(x) = 1 G r>1 Encuentra el punto, o los puntos, cuya existencia asegura este

X
teorema..
3 .
X si x<2

78. (PAU Reserva — Junio- 2004) Considera la funcién f(x) = )
—Xx"+6x si x>2

a) éCumple las hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]?

b) éHay algun punto de la grafica en el que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos

(0, f(0)), (3, f(3))?

79. Determinar qué valores deben tomar a y b para que se le pueda aplicar el teorema del valor medio a la
2x*+a  si x<-1

funcion: f(x) = , en el intervalo [-3, 3]
x =bx+1 si x>-1

Regla de L'Hopital

x+bx+c si x<0
80. Reserva PAU (2005) .La funcién f: R — R dada por f(x)=4[(x+1) , es derivable en el

si x>0
X

punto x=0. ¢Cuanto valenbyc?

81. Calcula ay b para que la funcién f(x) cumpla las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
[0,4], y calcula el valor o los valores medios dados por el teorema.

f(X)={ e’ +1 si x<0

x> +bx+a si x>0

82. Calcular:
. Ln(1+ ) . 1= .
a) lim n(—_x) b) lim L c) llmﬂ d) limx-Lnx e) limx™""
x>0 ¥ _ o7 I\ x—1 Inx x—0 ln(cos x) x—0 x—0"

f) lim(x-e™™) (Sol.:a) ¥%; b)—%; c)-1;d) ;) 1, f) 0)

Problemas de optimizacion

83. Se quiere fabricar latas de refresco cilindricas de 500 cm?, de manera que el coste de la chapa sea
minimo. Halla las dimensiones de la lata, sabiendo que su superficie lateral viene dada por la funcién

S(x,h) =2 7 x?+2 7 xh. (Sol.: x =4,3 cm y h = 8,6 cm, para que S sea minima)

84. Un producto ha estado 8 afios en el mercado. Su precio, P(t), en euros, estaba relacionado con el tiempo,
t, en afios, que llevaba comercializandose dicho articulo mediante esta funcién:
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24> +24  si 0<t<2
P(t) = —15¢+150 si 2<x<8

a) Estudia el crecimiento y el decrecimiento de la funcién P(t)

b) éCudl fue el precio maximo que alcanzo el articulo en el mercado? (Sol.: en t=2 no es derivable; creciente
(0,2), decreciente (2, 8), en t= 2 alcanza el precio maximo, que es 120 €)

85. Disponemos de una gran extensién de terreno junto a una carretera y queremos cercar parte de su
superficie para construir un camping que tenga forma rectangular y que ocupe 10.000 metros cuadrados. La
cerca rodearia todo el camping, salvo diez metros junto a la carretera que dejariamos para la entrada. Si
gueremos hallar cdmo conviene colocar el camping para utilizar la menor cantidad posible de cerca, ¢cuanto
metros de valla necesitariamos?. (Sol.: 390 m.)

86. En un jardin con forma de semicirculo de radio 10 m se va a instalar un parterre rectangular; uno de
cuyos lados esta sobre el diametro y el opuesto a él tiene sus extremos en la parte curva. Calcula las
dimensiones del parterre para que su drea sea maxima.

87. Entre todos los conos de generatriz 20 cm, averigua el radio de la base y la altura del que tiene volumen
maximo. (V cono = 1/3 drea base x altura) (Sol.: r=16,33 cmy h =11,55 cm)

88. Entre todos los tridngulos isésceles cuyo perimetro es 36 cm, calcula el que tiene drea maxima.

(=12 cm)
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UNIDAD 3. INTEGRAL INDEFINIDA. INTEGRAL DEFINIDA.

Unidad 3. Integral indefinida. Integral definida.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

3. Integrales

B1. Medicion

B1.2. Interpretacion de la integral definida como el area bajo una curva.

que impliquen célculo de superficies planas o volumenes de revolucion.

B1.3. Calculo de areas bajo una curva: técnicas elementales para el calculo de primitivas.
B1.4. Técnicas para la aplicacion del concepto de integral a la resolucion de problemas

TEORIA: Definicidn de primitiva e integral de una funcién. Propiedades.

Ejercicios:

1.- Comprobar que F(x) = x3 + 7 y G(x) = x3 — 3 son funciones primitivas de f(x) = 3x?

2.- Recordando las reglas de derivacidn, calcula las integrales de las siguientes funciones:

a) .[ cos x dx b)J. e? dx c).[ x% dx d)I idx

(Sol.:a)l=senx+C;b)I=%e*>+C;c)1=1/3 x3*+C;d)I=LnIx|+C)
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TEORIA: Tabla de integrales inmediatas.

Forma sencilla

Forma compuesta

Idx=

I k dx =

I X" dx = j [f(x)]". f"(x) dx =
1 S x)
_ d = dx =

J o e

e*dx =

j ef™ f’(x) dx =

aXdx =

J' af™  f“(x) dx =

j f’(x).sen f(x) dx =

cos x dx =

J' f’(x) . cos f(x) dx =

(1+tag?x)dx=

J
J
[ senxdx-
J
J

I [1+tag?f(x)].f (x)dx=

J - (1 + cotag?x) dx =

J' - [1 + cotag? f(x)] . f "(x) dx =

J 1+1x2 dx= J 1+2}:>>2 =
I 1;1& o = I1+_(JJ:((;C)))2“{X=
I 1ix2dx= I\/%
| e I i
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Ejercicios

3.- Calcular las siguientes integrales indefinidas:

a) [ medb) [ - Lo I ‘/_dx d) [ 4.3dx e | 23jsdx
x
f)J- x cos (x2+1)dx; g)J. ————dx; h) I 'i)J- cotg xdx; j) J.—\/gdx,

3x

\/_
v ;n) [x 41 x> dv; ) jcoj;‘/;dx:o)j

2
k) [(2"+3%)dx; ) jlfxﬁ ; )f@dx

1+9x2 " ’
x dx dx 3dx
a) Isene .e¥dx;r) Isenx cos x dx; S) I .t)j9+x2;X)I(x—3)4
(Sol.: a)I-lx +kb)|-—1+k )\/— \/_+k dI=4 i +k'e)l-§Ln(x2+5)+k
2 2x> 5og Lnx 2

1 5 1
f)l= Esen(x2+1)+k;g)|= 5 arctg (2x) +k; h) 1 = Earcsenx2+k,i)I=LnIsenx|+k);

j)l= 3\/;+g 5x°+C;; k) 1= 2 + 3 +C;I)I=1/3arctang(x3)+C;n)|=14(1_x2)5+C;
9 Ln2 Ln3 2

i) 1=2sen \/; +C;0)l=1/3arctang (3x)+C;p)l=sen(Lnx)+C; q)—% cose®™+C;r)l= sen?(x) /2 +C
s)l=1/LnIx*=11+C;t)1=1/3 arctang (x/3) +C; x) I =- (x—3)3)

4.- Calcula las siguientes integrales inmediatas:

;c)jx;—f}dx;d)j g [

a 2+4x) (x2-1) dx ; ;
) [ OP+4x) (1) dx o

dx
b)jﬁ (x—4)3'e)~[4+ z )-[1+9x
h)'[ dx ) Ian3de' i) J‘de k) Ide ;) I1/(1+cosx)3senxdx ;
3+x’ ' X ' (x*+3)° X ' '

x—1

dx d N d ?
m)JJ9—x2;n)I\/1—xzx2; n)jxlz—x4x2; O)IN/lx_xﬁdx; p)jx2—2x+1dx

(Sol:a) 1=1/5x5 +x4—1/3 3 =2x2+C b) 1= 235" +C:)I=lnixl+ L +Cd)l= —;ﬁ
4 Jx 2(x—4)

e)l=%arctang (x/2) +C;f)I=2/3 arctang (3x) +C; g) | = %arctang(\/g) +C;
3

h)l= ﬁarctang(x/\/gﬁc; i)I=%Ln*x+C;j)I= —%+C; k)I=1/3(1+Lnx)*+C;
3 8(x° +3)
)1 =% (1+cosx)*3 m)l=arcsen(x/3)+C;n)l= 72arcsen 2x+Ci)l= %arcsen 2 x+C;

o)l=1/3arcsen (x3)+C;p) I =LnIx—11+C)
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TEORIA: Método de sustitucion.

Ejemplo: [(In (x))3 -idx

Ejercicios

5.- Calcular:

a) j sen*x cosxdx (t=senx) b)j e*ldx  (t=3x+1) c)j Y (t=x3)

N

d) j tangx dx (t=cosx)

(Sol.:a) I=1senSx+k;b)1=Lettk:c)1=1 arctagx*+k; d)1=-1Ln |cosx| +k)
5 3 2
2 5x
6.- Calcula: a.- Ydx (t=x?) b.- cos x> dx (t=x?) c.- dx (t=x?) d.-1= X
u J.xe X (t=x?) Ix x?dx (t=x?) Ix4+l (t=x?) I 1_x2dx
x+1

dx (cambio x = tmem(23)) f.- Izm’x cosxdx; &.- I dx (cambiot =~x—1) ;

1
“] T

h)J' ;_dx (t=e¥)
e'+e”

Jx-1

(sol.:a)i=Le sk b)I= L senx +k; c)I=%arctagx2+k;d)I=— (1-x)%+k;
2 2

1 Vvx-—1

fll= —_2senx4k;g)l=
Ln?2 2

—Ln‘\/x—l‘+k; h) I = arc tang (e*) + K)
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TEORIA: Método de integracion por partes

Ejercicios
7.- Calcula

I x.eXdx b) I x3Lnh xdx c) I Ln (x + 1) dx

4 4
(Sol.:a) I = X (x—1) + k; b) I = %Ln |x|—’1“—6+k;c)|=(x+1) Ln|x+1[+Kk)

8.- Calcula:

a.—J arc tag x dx b.—I sen (Ln x) dx c.—'[ X sen x dx d.—j x% cos x dx; e.—J. e Xsen x dx

f.[xz *dx g.- jxexdx h.- J‘—Ln(Lnx)

(Sol.: a) I =x arc tang x - %Ln ‘xz +1‘+ k; b) 1= g(sen(Ln x)—cos(Ln x))+k

c)l=-xcosx+senx+k; d)I=(x*-2)senx+2xcosx+k;e)l =—%e"x(sen xX+cosx)+k

fil=—2- (_.{ J)+k g)l=-e X(x*+2x+2)+k;h)I=(Inx)(In(Inx)) = In x +k)
In2 \Ln2

9.- Aplica la integracidon por partes para resolver las siguientes integrales:

a) Ianxdx; b) [ e* cosxdx ;c) [ x?sen x dx; d) [ cos(Lnx) dx; e) j-arctagxdx

) j(x+l)2e"dx; g) feix dx ;h) Iarccosxdx; i) jx.2‘xdx;j) sz cos 2xdx

2
(Sol.:a) I = %1n|x|+%x2+C;b)I=’/:[e"senx+e"cosx]+C;c)|=—x2cosx+2[xsenx+cosx]+C;
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TEORIA: Integracién de funciones racionales.
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Ejercicios
2 2
10.- Calcula: a.—J. x—7x+3dx b_-J' M J'3x +x-9
x x—1 x+2

(S: a)|_7—x+3Ln‘x‘+k, b)" 5 -2x— 5Ln‘x 1‘+k c) |_7—5x+Ln‘x+2‘+k

- . dividendo . )
11.- Expresa las siguientes integrales de la forma ———— = cociente + —— y resuélvelas:
divisor divisor
2 2
-5x+4 +2x+4 -3x" +x-1
2) J-x X dx b)J.x X dv: 0 J-x X +x— A
x+1 x+1
12.- Calcula:
S5x+2 3oy 1 3 2 _
a"I ! di; b)J' X x2 3x+ de,_ C)J‘ 8x+7 _8x+T d)J‘ X +§1x 10x+7dx,' e)J‘
X" +x x° -1 xt+x=2 x =Tx-6
3 . 4 x° —2x +x-1
f) T2 ks g) phe [ 528 i) [ ) [ EEEE T
I x? +3x+2 J. J. x? —3x+2 J-x2+x—2 J. —3x+2
(Sol.: a) I = +31+k, b) I = 7—2x+3Ln|x I|-5Znjx+1|+k; ©) | =3Lnjx+2|+5Lajx~1|+k; i) a) | =
X X+
-4 .
TLn|X+2|+§Ln|X—1|+k}J) | =%+x+Ln‘x—2‘+Ln‘x—l‘+k ’
13.- Calcula:
2_
a)_[ 25x+13 s b)_f 3x 27x+15 de C)J- 2x+3 g d)J’ 5x— 3dx
x> +6x+9 x> —6x> +12x-8 x*=2x+1 X —x
2
(Sol.: @) I = SLnlx+3|+——+k; b) | = Lnjx—2+ 3 5 kigi= 2, 5 yd) =
x+3 x—2 2(x-2) x—1 (x-1)°
Ln|x—l|—;2+k)
2(x—1)
14.- Calcula:
x+2 x+5
a) dx b) dx ¢
-[ -[ x +4 J.

1 1
(Sol.:a) I= 2Ln‘x +1‘+2arctagx+k b)I= %arctag(2j+k c)l= 2Ln‘x +1‘+5arctagx+k

15.- Calcula las siguientes primitivas usando el método de sustitucion y después el método de racionales:

& (t=¥x+1)

_ 1 X
= (t=1+Vx) b) f%‘ix (=) ¢) j

x+l

1
(Sol.: a) —(1+\/;)2+6(1+\/;)—4Ln‘1+\/;‘+k b)|=x—ELn‘ez"+1‘+arctag(ex)+k
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0)1= 3“*” —2(¥x +1) +1In |(Vx + 1] )+

17.- Calcula

a)j 3x2—7x+4 b)I 3x°—=5x+1 C)J« 3x 5x+1dx

—dx dx
x—4 2x+1

2 2x! —2
d) J.x 1dx(LS'ol:x—Zarctag x+C) e) j al dx f) I3x
x*+1 (x-1)° (x 2)

2x* —4x? +4x+1
g)j

5 dx (Sol.:x2+Ln|x—1|—L+Ln|x+2|+k
x —3x+2 x—1

1y 23X Doy 3X7
h) rox ol (Sol.: 1) I'= =— 4 2x +10Lnfx —3|+k; 2) | =
X —x’ 2

TEORIA: Integral definida de una funcién continua.

+k;)

TEORIA: Propiedades
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TEORIA: Regla de Barrow

Ejercicios
) (2 2y /4 o) (21 as - qy 3 2
18.- Caleular: a) [, (5 — x*)dx; b) [ "*senx dx;c) [, —dx; d) [[(x — 2)%dx

dx

11 ) 1 oy, 2 _, 3 e -
e) [, mgdx ;f) [y xe¥dx;g) [ x*V1+x3dx h) [ Lnxdx i) f) Tadx
-x+1 si  x<0
5
19.- Calcula sz(x)dx, siendo f(x) la funcion f(x) =4 x> +1 si 0<x<?2
2x+1 si 2<x
20.- Determina las siguientes integrales definidas:
2 2 e 3
a) [ W —dde  b) [ fInddr o [ v+2ax
.- Calcula si f(x) =
LA 2x—2 si x2>2
22.- Calcula:
a) fos x?e*dx  b) f23 (1_Xx)2 dx c) f_T::/ZZ sen? x cosx dx (Sol.:a) 17 e°-2; b) In2+%; c) 2/3)

TEORIA: Teorema del valor medio del Calculo Integral.
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Ejercicios:

23. Aplicar el teorema del valor medio del calculo integral a la funcidn f(x) = x? en el intervalo [0,2]. Realizar
., - 2v3

la representacion gréfica. (Sol.:c = T)

24.- Hallar el valor promedio de f(x) = 3x? - 2x en el intervalo [1, 4]. (Sol.: 16)

25.- Hallar el valor medio de la funcién f(x) = 2x? + 1 en el intervalo [1, 3] y averigua en que valor se alcanza.
(Sol.: 29/3; c = 2,08)

26.- ¢Es aplicable el teorema del valor medio del calculo integral a la siguiente funcién en el intervalo [0, 1]?

f(x) =

. . e ., V2-1
En caso afirmativo, comprobar su verificacién. (Sol.: ¢ = T)

x
V14 x2

TEORIA: Teorema Fundamental del Célculo Integral.

Ejercicios
27.- Calcular la derivada de las siguientes funciones:
G(x) = f, (t2 — 1) dt Hx) = [ (2 — 1) dt

(Sol.: H'(x) = (cos 2x— 1) (- senx) = sen 3x)

2
28.- Halla la derivada de las siguiente funcion: F(x) = fZX % dt (Sol.:F'(x)=2/x)
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TEORIA: Célculo del drea bajo una curva.

Ejercicios
29.- Calcula el drea de la regidn limitada por la funcién f(x) = x> — 1 las rectas x = 0, x= 2 y el eje X. (Sol.: 2 u
de superficie)

30.- Hallar el drea comprendida entre la curva f(x) = x3 —x, el eje Xy lasrectasx=0y x =2 (Sol.: 5/2 u?)

31.- Halla el area de la region del plano encerrada por la curva y = Ln x entre el punto de corte con el eje OX
y el punto de abscisa x = e. (Sol.: 1 u?)

32.- calcula el drea entre la curvay = x3 — 5x% + 6x y el eje X. (Sol.: 37/12 u?)

33.- Averigua area comprendida entre la gréafica de la funcién f(x) = el eje Xylasrectasx=-1yx=1

5’
X

TEORIA: Célculo del 4rea entre 2 curvas.
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Ejercicios
34.- Dada la funcién y = x? + 1. Halla el drea del recinto limitado por la curva y las dos tangentes a la curva en
los puntos de abscisas x =1y x=-1. (Sol.: 2/3 u?)

35.- Halla el &rea que delimitan las graficas de las funciones f(x) = x? + 2x y g(x) = x + 2. (Sol.: A= 4,5 u?)
36.- Calcular el drea delimitada por las graficas de las funciones f(x) = x y g(x) = ¥x . (Sol.: A=0, 5 u?)

37.- Calcula el valor del coeficiente b sabiendo que el drea delimitada por la pardbolay = x> + bx—2 y la recta
2x+y+2=0,es4/3u% (Sol.:b=0yb=-4)

38.- Averigua el drea delimitada por la gréficas de las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x, en el intervalo [0,
2] (Sol.: 42 u?)

39.- Hallar el drea comprendida entre las curvas de las funciones y = x* —x +1 y = x*—x3 +1 y las rectas
x=0,x=2.(Sol.: 5/2 u?)

40.- Calcular el drea de la regidn limitada por las funciones f(x) = 5x3 — 4x y g(x) = x. (Sol.: 5/2 u?)
2

41.- Hallar area limitada por las pardbolas y = 7 e y?2 = 2x. Representa el recinto cuya area se pide. (Sol.:

4/3)
42 .- Calcula el drea del recinto limitado por la pardbolay =x*>—1, larecta y=5—xy el eje OX. (Sol.: 35/6 u?)

43.- Calcula el drea del recinto plano limitado por las rectas y = x, y = 2x y la pardbola y = x2. (Sol.: 7/6 u?)
44.- Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funcionesy = —, y =, y = 8x, y halla su area.
X

45.- Dada la curvay = x? + 2x + 2, halla el drea limitada por la curva, la recta tangente en el punto donde la
funcién tiene un extremo y la tangente a la curva con pendiente 6.

TEORIA: Volumen de un cuerpo de revolucién mediante una integral

46.- Calcula el volumen engendrado al girar y=+/x alrededor del eje OX entre 0y 4.

. . r r
47.- Calcula la féormula del volumen de un cono al girar y=,x entre Oy h. y=*
r
48.- Calcula el volumen de una esfera de radio 5 al girar la semicircunferencia 3 = ;
Y=V25 — x? alrededor del eje OX. ¢Entre que valores lo debes calcular?. N
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UNIDAD 4. Matrices. Determinantes.

4. Matrices. Determinantes

Al. Sentido de las | Al.1. Adicion y producto de vectores y matrices: interpretacion, comprension y uso
operaciones adecuado de las propiedades.

A1.2. Estrategias para operar con nimeros reales, vectores y matrices: calculo mental o
escrito en los casos sencillos y con herramientas tecnoldgicas en los casos mas

complicados.
A2. Relaciones A2.1. Conjuntos de vectores y matrices: estructura, comprension y propiedades.
D1. Patrones D1.1. Generalizacion de patrones en situaciones sencillas.
D2. Modelo D2.3. Técnicas y uso de matrices para, al menos, modelizar situaciones en las que
matematico aparezcan sistemas de ecuaciones lineales o grafos.

D5. Pensamiento | D5.1. Formulacion, resolucion y analisis de problemas de la vida cotidiana y de la ciencia
computacional y la tecnologia empleando las herramientas o los programas mas adecuados.

D5.2. Analisis algoritmico de las propiedades de las operaciones con matrices, los
determinantes y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

TEORIA: Definicion de matriz.

TEORIA: Tipos de matrices.

Matriz cuadrada:

Matriz identidad o unidad:

Matriz fila:

Matriz columna:

Matriz nula:

Matriz traspuesta de A:
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Matriz simétrica:

Matriz antisimétrica:

Matriz diagonal:

Matriz triangular superior (inferior):

TEORIA: Operaciones con matrices.

pag. 46



)

Casilla-La Mancha

Unidad 4. Matrices. Determinantes.
Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Ejercicios

1.- Efectla la siguiente operacién:

1 0 -3 N -1 2 1 3 45
2 4 -1 1 -3 0 -2 6 5
2.- Calcula las matrices A y B que verifican:

A+B=(3 2 1] v 2A—ZB=[_6 0 2]
313 2 22

(Sol.: -3 -2 7
5 -5 -6
011 310
satsa= (21 1)ve=[2 1 9)

3.- Efectua las siguientes operaciones:

4'105_2'0—18
-12 3 -4 1 6

4.- Efectua todos los posibles productos entre las siguientes matrices:

o

(Sol.: 42
4 6 0

N
Ne—

7
2 7 15 1 -1 1
1 23 -1 1
A_[—2 5 J "o 1 C_[62 35 (1) g} D_[g 2 23}
3 4 o )
8 -2 4 s 7 18 -4 o
(50|.:A.c=(24 4 1 _10);A Dz(o 30 5);C'B= i?)

-6
D.C= (26

28

-1 2 5 3 -3 -4
5 2 0>;D.D=<4 31 4))

38 -1 10

-4 4 17

28
3
—4

)
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5.- Calcula A%, A3y A*y obtén una férmula general para A™:

a) A=£1 1J b)A:[a a]
10
6.- SealamatrizA=1|0 1

1
OJ. Halla A2, A3, A°. Encuentra la regla del célculo de las potencias sucesivas de A,
00 1

es decir, de A", para cualquier nimero natural n.

1 0 1 1 0 -1
7.-CalculaXtalque X—B?>=A-B,siendo A={1 1 0] B=[1 1 1

0 0 2 0 0 1
2 0 -2
(Sol.: X = (4 2 1 >)
0 0 3

TEORIA: Matriz traspuesta. Propiedades.

Ejercicios

8.- Dadas las matrices A = [2 __;J y B= [_01 ?J . Comprobar que (A . B)! =Bt A

9.- Siendo A y B matrices cuadradas, demostrar que:

a) A+ Atessimétrica. b) A-Atessimétrica c)SiA essimétrica, entonces B! - A - B es simétrica.

. 1 -2 1 4 0 -1
10.- Dadas las matrices A= {3 0 J yB= (_2 ) OJ comprueba que:

a) (A+B)t=At+B! b) (3A)t=3A!
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11.- Un industrial produce dos tipos de tornillos: planos (P) y de estrella (E). De cada tipo hace tres modelos.
A, By C. La produccién semanal de tornillos es:

Planos: 2000 A 2500B 3000C  Estrella: 2500 A 3500B 4000 C

El porcentaje de tornillos defectuosos del tipo A es de un 5%, del tipo B es de un 4% y del tipo C es de un 2%.
Expresa la matriz de la produccion semanal de tornillos y calcula el nimero de tornillos planos y de estrella
gue no sean defectuosos.

(Sol.: Tornillos planos no defectuosos: 7 240 Tornillos de estrella no defectuosos: 9 655)

12.- En uninstituto A hay 43 chicas y 40 chicos en 32 de la E.S.0. y en 42 de la E.S.O. hay 41 chicas y 50 chicos,
mientras que en otro instituto B, en 32 de la E.S.O. hay 130 chicas y 90 chicos, y en 42 de la E.S.O. hay 70
chicas y 80 chicos. Ordena estos datos en forma de matrices y calcula el nimero de chicas y chicos por curso
en los dos institutos juntos.

TEORIA: Rango de una matriz. Método de Gauss.

13.- Determinar el rango de las matrices:

2 -1 -1 1 10 2 1 0 3 0 1 2 3
A=|0 -2 2 4] (Sol.:r(A)=2) B=|2 1 -1 C:(o 2 0 3) D=1 _o 5
2 1

2 -2 0 3 -1 110 -9

(Sol.: r(A)=2; r(B) = 2; r(C) = 3; r(D) = 2)
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Ejercicios
14.- Calcula el determinante de las siguientes matrices:
2 -1 14 -2
a)A= b) B = (Sol.:1A1=13; IBI=0)
3 5 -7 1
15.- Analiza para qué valores de “a” son regulares las matrices:
5 10 a-1 -3
a) A—[z aJ b)B—[_a_1 a+1] (Sol.:a)a+#4; b)a+-1,4

16.- Calcula el determinante de las siguientes matrices:

1 3 -1 5 1 -2
a)A=[2 0 1 b)B=|4 -8 3
1 -1 -2 7 -1 -1

17.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 x 2 -1 1 0
aJjo 3 1|=24 b) 2x x 1|=-47
1 -6 X 4 -3 X

TEORIA: Propiedades de los determinantes.

2
c) C=|-1
0

1 0
3 0/ (Sol.:a) 18; b)-24; c) 28)
-6 4

(Sol.:a)x=6; b)x= i?)
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Ejercicios
3a—-b 6a+2b
18.- Se sabe que =5. a)Calcula el valor de
c d 3c—d 6c+2d

b) Enuncia una de las propiedades de los determinantes que hayas usado en el apartado anterior.

(Sol.: a) 60; b) Un determinante se puede descomponer en la suma de otros dos de forma que tenga todas
las lineas iguales menos una, cuya suma sea la del primero. Se ha aplicado 3 veces.

e Para multiplicar un determinante por un nimero se multiplica el nUmero por cada elemento de una linea.
Por tanto, en una linea se pueden sacar los factores comunes.

¢ Si en la matriz se cambian dos lineas paralelas, su determinante cambia de signo.

e Si una matriz tiene dos lineas paralelas proporcionales, su determinante es cero.)

a b c
19.- Sabiendo que el determinante | e f|=-6,calcula:
g h i
d e f a+g b+h c+i 3a 3b 3c -3a -3b -3¢
a)lg h i b) | d e f c)|-d -e -f| d)| d e f
abc g h i 4g 4h 4 g-4d h-4e |-4f

20.- Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin desarrollar:

Xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z X y z
5 0 3/=1 a)|s5 o 3 b) |1 0 3/5 C)[2x+5 2y 2z+3
11 1 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
(Sol.:a) 3; b)1;c)1)
. b . . . .
21.- Sabiendo que Z . ;_6, determina sin desarrollar el valor de los siguientes determinantes
g h i

2a 2 2 a b ¢ 2b c¢+3a al5
a)ld/3 el3 fI3 b)| avd  bre c+f | Vo riza ass

g h i a+d+g b+e+h c+ f+i 2h i+3g g/5

(Sol.: a) 4; b) 6; c) 12/5)
TEORIA: Matriz inversa.
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TEORIA: Propiedades de la matriz inversa.

Ejercicios:

22.- A, By Cson tres matrices cuadradas tales que 1Al =5,1Bl =4 y ICl = 2. Decide razonadamente el valor de
los siguientes determinantes.

a) 1Al b) 1B c) 1A B d) 1A Bl e) 1(B C)l f)IC1BY
(Sol.:a) IAf=IAI=5; b) IBY=1/1Bl=%;c)lABY =IAl.1/IBI=5/4;d)4/5; e)1/8;f)2)

23.- Dadas la matrices Ay Bde orden 4 x4 con |A| =3y |B| =2, calcula |A™}]|, |BtA| y | (AB™)t |. Justifica
las respuestas. (Sol.: 1/3;6;3/2; . IA-Bl=I1A1-1BI,IAY=1IAl)

TEORIA: Formas de calcular la matriz inversa.
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Ejercicios

24.- Hallar la matriz inversa de las siguientes:

1 -1 2 -3 2 0 11 0 2 4 1
a) |0 2 1|b) |4 -1 -1 ¢ |0 1 1| d)|_1 -3 1
11 1 0 3 -1 1 -0 1 1 2 1
-1 -3 5 4 2 -2 1 -1 1 1 2 1
(Sol.:a)At=1/4.|-1 1 1|;b)BY=-%.|4 3 -3[;¢)C'=%.|1 1 -1;d)D'=|0 -1 -1))
2 2 -2 12 9 -5 -1 1 1 -1 0 2
1. 10
25.- Consideramos lamatrizA=| a 0 1
a+1 1 a

a) éPara qué valores del parametro a la matriz no tiene inversa?
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172 1 -1/2
b) Calcula la matrizinversa cuandoa=2. (Sol.:a)a=0o0 a=1;b)At=|1/2 -1 1/2 |)
-1 -1 1

x 10 ~1 -1/2 3/2
26.- Consideramos la matrizA: A=|0 1 3 (Sol.:a)x#0; b) Al=]| 3 1 _3)
x 1 1 -1 0 1
¢Para qué valores de x tendra inversa la matriz? b) Hallala parax =2
1 2 -3
27.- Determina el valor de a para que la matriz A = [0 1 2 J no tenga inversa. Calcula A’ para los restantes
a 0 1

valores de a.

28.- Halla los valores del parametro t para los cuales las matrices Ay B no son regulares (no tienen inversa)
y calcula:

1 0 4 10 t
a)At! sit=1 b)B! sit=2 A=|0 t 4 B=[110
3t t 0 1

-11 12 -4
(Sol.:t=2yt=-6;a) Al=-1/7| -4 S5 -4}
1 -3 1
29.- Considera la matriz A que depende de un parametro a:

2

a a 1
A=15, 4+1 2| a céParaquévaloresde atiene Ainversa? Justifica la respuesta
1 1 1
1 -1 1
b) Para a =0 halla la inversa de A. (Sol.: a) Tiene inversaparaaz1; b)A*=|_o | o)
1 0 0

TEORIA: Célculo de determinantes usando los adjuntos.
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Ejercicios

30.- Calcula los determinantes siguientes:

0 0 3 4 1 020
70 -3 4 31 -1 3 3 -1 4 0 201 -3 1
0)4047 b)14714 C)lllod)56zoe)0300f)3110
37 6 9 03 5 2035 0 1 3 0 4005 774 0 3 1
10 9 20 2 020 1 8 6 7 1 0601 5 2 -2 1
(Sol.: @) -2030; b) 0; c)—28; d) 83; e) -24; f) 0)
31.- Calcula:
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1 0 -1 2 1 2 3 4 I -1 2 0
o 22 AP b 2R T3l (Sol.: a) -72; b) 0; c)-18)
2 4 2 1 1 2 4 5 31 43
31 5 -3 3 4 1 2 2 1 70
32.- Resuelve las ecuaciones:

1 1 11 100 - 1 0 1
a=1 1 -1 x -13 2 ;x10 X—x1o
a)a21a42—6g=0b)xz194= Vloox 70 Do 1 4|

x> -127 8 100 x 1 0 1 -x
(Sol:a) 1,-3;b)2,3,1;c)1,-1;d)0, -2)
11 1 2
. . . 2 -3 8
33.- ¢Para qué valores de a se anula este determinante? g 1 11
1T -1 1 =2
TEORIA: Rango de una matriz por determinantes
Ejercicios
34.- Halla el rango de las siguientes matrices:
35 1 2 -1 0 0
§ 10 -2 1231 -1 0 0 2 1 12 0 3
A= B=4 5 6 2 1 C= D=[0 1 -1 =2
bol 1003 4 2 -0 27 -3 0
4 5 0 2 0 -1 0

(Sol:. 3, 3, 4, 2)

35.- Calcular el rango de las siguientes matrices segln los valores de a:
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2 1 0 a 1 0 1 % 13 é
aj)A=(1 1 -2 b)B=|[—-1 2a -2 c)C= a -1 :1 1
31 a 1 -1 2 LT

(Sol.:a)a=2r(A)=2;a#2 r(A)=3; b)a=0,a=1/2 r(B)=2;a#0,1/2 r(B)=3;c)a=2 r(C)=3;
az2r(4)

36.- Calcula el rango de estas matrices en funcidn del pardmetro t:

t 1 1 2 t t 0
a)A=<2 t t2 1) b)B=< 2 t+1 t—1>
2 1 1 2 2t+1 0 —t—3

| (Sol:a)t=0,1r(A)=3;t=2r(A)=2;t#2r(A)=3; b)t=0,1,2 r(B)=2;t#0,1,2r(B) = 3)

37.- Calcula el rango, segun los valores de m,

2 1T m
a) A= [1+m 2 3
-2 -1 2

(Sol.:a)Sim=-2 > Rango (A)=2, Sim=3 > Rango (A)=2, Sim#-2ym# 3 - Rango (A) = 3)
38.- Calcula el rango de la matriz siguiente:

1 1 1 2
1 2 -3 8
a -1 -1 1
1 -1 1 -2

39.- Determina el rango de las siguientes matrices segun los valores de t:

t+3 4 0 11 -1 0 1 1 2

A= 0 t-1 1 b)B=|2 1 -1 o0 c)M= !
a) 2 0 -1 1
-11 1 0

M= segun los valores del pardmetro a. (Sol.:a=2r(M)3;a#2r(M)=4)

-4 -4 t-1 -t 6 3-t 9-t

(Sol.:c)sim=1r(M)=2; sim=#1 r(M)=3)

TEORIA: Ecuaciones matriciales.
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Ejercicios

. -2 0 1 3 0 -1 1 2 -8 .
40.- Dadas las matrices A = B= C= D= halla la matriz X que
1 -15 I 1T O 3 -1 -2

verifica (ABt+C)X=D (Sol.:X=[%/3))
10/3

41.- Halla, en cada caso, la matriz X que verifica la igualdad:

. 3 1 1 -1
-1 — — — —
a) A1XA=B b) (A+X)B =1 S|endoA—(_2 _1) y B= (2 1)
v (9 11y .., _(—8/3 -=2/3

sol:a)x=(2 1) ;b)x- <4/3 4/3) )
42.- Halla X tal que 3AX =B, siendo:
A_102 B_102 SI_)(_1/3 2/3 0

o101 1ol (0“_1/31/30

1 01 111 0 -1/3 1/3

43.- (PAU — Madrid Sep-2007) Calcular una matriz cuadrada X que verifica X A + BA = A?, siendo:

Ao 0 0 -1 B 0 0 -2 Sol.: X = -1 0 0
1o -1 0 o -2 0 (O"_O—IO)
-1 0 1 -2 0 0 0 0 -1
. m 0 0
44.- Dada la matriz A = 0 o (Sol.:a)m=0r(A)=1,m=#0r(A)=3; b)X=(-3 0 0}
0o -1 -2
0 -1 m+l 0 -2 -1

a) Estudia, segun los valores de m, el rango de A.
b) Para m = -1, calcula la matriz X que verifica XA + A — 2I, siendo | la matriz unidad de orden 3
45.- Halla una matriz X que cumple la condicién:
17 -1 1 0 2 1
X-B+B=B",siendo B=% 11 -1 (S: x=[1 0 2])
-1 1 1 210

(Castilla-La Mancha, 1996)

46.- Encuentra una matriz X que verifique 4- X + B =C, siendo:

100 100 300 2 0 0
A={12 0 B=|o 10| C=|25 2 (S: x=| o 2 1))
12 4 00 1 013 —1/2 -3/4 0
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47.- Halla la matriz X que satisface la ecuaciéon: AX B + C =D, siendo:

1.0 0
1.0 1.2 3 312
A_(—1 1] B_g 11? ¢ (—12—3] D_(o1oj

2 1 1 0

3 11 . ‘2
1,B=, 4] YC=|-1 2 1), resuelve matricialmente la ecuacion:
1 1 -1 1

O N -~

48.- Dadas las matrices A = [

A-X-CX=2C

49.- (P.A.U.) Resuelve las ecuaciones matriciales siguientes:
co o -1 2 1
1 0 -3 0

b)XA—ZB+3C=D,siendo:A:[2 3],8:[2 OJ,C:[O 3}0:(5 4)
-1 1 1 4 2 0 -3 6

a) AX—=B+ C=0, siendo: Az[4 1], B:[1 20 4}
-1 0 -2 -11 0

50.- Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A2+ B A = A?

0o 0 -1 0 0 -2 -1.0 O
A=|0 -1 0| B=|0 -2 0 (Sol.:X=]0 -1 0
-1 0 O -2 0 O o 0 -1

51.- Determina la matriz X que verifica la ecuacion AX=X-B

0 0 1 1.0 1 112 -1/2 0
A=|0 o 0| y B=|o 1 1 (Sol.: X=1| o 1 1))
-100 0 -1 -1 ~1/2 -1/2 -1

pag. 60



E Unidad 4. Matrices. Determinantes.
Castilla-la Mancha Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

UNIDAD 5. SISTEMAS DE ECUACIONES.

5. Sistemas ecuaciones

D2. Modelo D2.2. Sistemas de ecuaciones: modelizacion de situaciones en diversos contextos.
matematico

D3. Igualdad y D3.1. Formas equivalentes de expresiones algebraicas en la resolucion de sistemas de
desigualdad ecuaciones e inecuaciones, mediante calculo mental, algoritmos de lapiz y papel, y con

herramientas digitales.
D3.2. Resolucion de sistemas de ecuaciones en diferentes contextos.

D5. Pensamiento | D5.1. Formulacion, resolucion y andlisis de problemas de la vida cotidiana y de la ciencia
computacional y la tecnologia empleando las herramientas o los programas mas adecuados.

D5.2. Analisis algoritmico de las propiedades de las operaciones con matrices, los
determinantes y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

TEORIA: Expresién matricial de un sistema de ecuaciones.

TEORIA: Tipos de sistemas segun su solucidn
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TEORIA: Métodos para resolver un sistema.
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Ejercicios
2x-y+z = 3
1.- Resolver por el método de Gauss el sistema:  3x+2y-z = 4
-X+y-z = -2

2.- Clasifica y resuelve, si es posible, por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

X+ y+ z=2 3x—4y+22=1 x =2y =-3
a)y 3x-2y— z=4 b){-2x-3y+ z=2 C)y-2x+3y+ 2= 4
2x+ y+2z=2 50— y+ z=5 2x+ y—5z= 4

(Sol.: @) C.D. Solucion: x=1,y=-2,z=3;b)S.l.; c) C. |, Soluciones: x=-3 + 2t,y =t,z=-2 + t)

3.- Resuelve por el método de Gauss:

X+ ) =1 [ x+ y+ z=0

a) y+rz==2 b)y x+3y+22=0

X +z2=3 2x +4y+32=0
x+ y—=z=1 [ 3+ 4y—- z= 3
c)y3x+ 2y+ 2=1 d){ 6x—-6y+22=-16
S5x+3y+3z=1 X— y+2z=-6

(Sol.:a) (3,-2,0); b) (-t/2,-t/2,t);c) (-1-3t,2+4¢t,t);d) (-1,1,-2))

4.- Expresa en forma matricial y resuelve:

X-y—-z = 6 X+y-z = -2
a) —x+3z = 2 b) {2x-y -3z = -3
-2x+5y-3z = 0 x-2y-2z = 0
X+y+z = 2
5.- Resuelve por el método matricial el siguiente sistema: {x+2y-3z = 8  S:(1,2,-1)
X-y+z = -2
6.- Resuelve por el método matricial:
X+ y+3z=-2 (5x + 2y+32= 4
a)y4x+2y— z= 5 R2x+2y+ z= 3
2x+4y-Tz= 1 ) ~, -
‘ N-2yr2z==3 (Sol.: a) (3/2, - %, 0); b) (1, 1,-1)

7.- Analiza si los siguientes sistemas de ecuaciones son de Cramer y, en su caso, resuélvelos:

x-y+5z = 13 x-y+z = 1 x+y-z =1
a) {3x-2y+z = 12 (S:(4,1,2)) b) {2x+y-z = 2 (5:(1,2,2)) c){ x-y+z = 0 (5.(1/2,%,0)
X+y+2z = 9 X-y-z = -3 -x+y+z = 0

8.- Resuelve por el método de Cramer, si es posible:
—-X + “v + 52 = _2 5‘\. + 2“ + ;: = 4
a)|4x+2y— z= 5 112X+ 2y +

2x+4y-7z= 1 x=2y+22=-3

(Sol.:a) (3/2,-%,0); b) (1, 1,-1))
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TEORIA: Teorema de Rouché- Frobenius.

TEORIA: Discusion de un sistema en funcion de un valor k.

Ejercicios
9.- Discute en funcidn del pardmetro m el sistema homogéneo:

2x-3y+z = 0

X—my -3z 0 (Sol.:sim # -8, solucion trivial; sim = -8, S.C. Indeterminado)
S5x+2y -2z 0

10.- Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo hacen compatible:

X— y—2z2=2
x+2y=3 ’
; 2x+ y+3z=1
a)y2x- y=1 b)q ,
3x + z2=3

4x+3y=m
X+2y+5z=m
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(Sol.: a) Si m = 7 Sistema compatible determinado.; Si m # 7 Sistema incompatible. Solucién: (1, 1)

Sim =—-1 Sistema compatible indeterminado. (1 —k, -1 — 7k, 3k)

Sim # -1 Sistema incompatible.)

X+y+z = a+1
11.- Estudia el sistema dependiente del pardmetro a, [x+y+(a1)z = a .Resuélvelo, aplicando la regla
xX+ay+z = 1

de Cramer, en el caso a = 0.

(St a=lya=2 r(A)=3y r(A")=3.Elsistema es C. Deter.

a=1ya=2 r(A)=2 vy r(A") = 3. El sistema es Incomp.

Paraa =0, sistema de cramer y la solucién es (1/2, 0, %))

12.- Discute y resuelve los siguientes sistemas segun los valores del pardmetro a:

ax+y+z = 4 2x-y-2z = 0
x—ay+z = 1 b) x+y+z = 5
X+y+z = a+2 4x-5y+az = -10

(Sol:a)a#1ya #-1,r(A) =r(A*) =3y el sistema C. Deter.
a=1 r(A)=2yr(A") =3y el sistema Incomp.
a=-1r(A)=2=r(A")y el sistema C. Indeter. (-3/2,5/2-t,t)
b) a# -3/8 C.Deter. a=-3/8C. Indeter.)

13.- Discute el sistema siguiente, segun los valores de a, y resuelve en su caso:

ax+y+z =0
(@+)x+y-az = 0
x+(a+1)y =0

(Sol..a#0ya#-1C.Deter.(0,0,0); a=0C.Indeter.(t,-t,t); a=-1C.Indeter. (0, -t,t))
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Castilla-La Mancha

Unidad 6. Vectores. Puntos, rectas y planos en el espacio.
Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

UNIDAD 6. Vectores. Puntos, rectas y planos en el espacio.

6. Geometria

Al. Sentido de las
operaciones

A1l.1. Adicién y producto de vectores y matrices: interpretacion, comprension y uso
adecuado de las propiedades.

A1.2. Estrategias para operar con nimeros reales, vectores y matrices: calculo mental o
escrito en los casos sencillos y con herramientas tecnologicas en los casos mas
complicados.

A2. Relaciones

A2.1. Conjuntos de vectores y matrices: estructura, comprension y propiedades.

B1. Medicion

B1.1. Resolucién de problemas que impliquen medidas de longitud, superficie o volumen
en un sistema de coordenadas cartesianas.

Cl1. Formas
geométricas de 2
y 3 dimens.

CI1.1. Objetos geométricos de tres dimensiones: andlisis de las propiedades y
determinacion de sus atributos.

C1.2. Resolucion de problemas relativos a objetos geométricos en el espacio
representados con coordenadas cartesianas.

C2. Localizacion
y sistemas de

C2.1. Relaciones de objetos geométricos en el espacio: representacion y exploracion con
ayuda de herramientas digitales.

representacion C2.2. Expresiones algebraicas de los objetos geométricos en el espacio: seleccion de la
mas adecuada en funcion de la situacion a resolver.

C3. C3.1. Representacion de objetos geométricos en el espacio mediante herramientas

Visualizacion, digitales.

razonamiento y C3.2. Modelos matematicos (geométricos, algebraicos, grafos y otros) para resolver

modelizacion problemas en el espacio. Conexiones con otras disciplinas y areas de interés.

geométrica. C3.3. Conjeturas geométricas en el espacio: validacion por medio de la deduccion y la

demostracion de teoremas.
C3.4. Modelizacion de la posicion y el movimiento de un objeto en el espacio utilizando
vectores.

TEORIA: Vector en el espacio.
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TEORIA: Vectores L. Dependientes / L. Independientes.

TEORIA: Base

Ejercicios

1.- Sealabase B =1 (1,0,1); ¥ (1,1,0); w (0,1,1). Expresa el vector p (-1, - 4, 1) como combinacién lineal de
los vectores de la base B, es decir las componentes del vector p respecto a dicha base. (Sol.: k1 =2, k, =-3,
ks = -1, y las componente del vector p respecto la base B es (2, -3, -1))

2.- Comprobar si los conjuntos de vectores siguientes son Li. o I.d. :
a)(2,1,3),(-3,-1,2)y(0,1,-1)
b)(0,0,-1),(-2,-1,0)y(-3,0,1) (Sol.: r =3, por lo tanto son L.i. )

3.- Determina el numero maximo de vectores linealmente independientes entre los siguientes, y elige vectores que los
sean: (1,2,3),(0,1,-2), (1,3,0), (0, 2,-4) (Sol.: Calcula el rango, tres vectores )
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4.- Hallar el valor del parametro “a” para que los vectores (-2, 1, a) (3, 2, -1) y (1, 0, - a) sean linealmente dependientes.

(Sol.: a=1/5)

5.- Determina el valor de “a” para que los puntos estén alineados:
a)A(1,a,2),B(3,0,1)yC(0, -2, a).

b) A(1, - 4,-1), B(-3, 0, -1) y C(a, -2, a)

(Sol.: Comprobar si los dos vectores pueden ser proporcionales, a) no estan alineados, b)

6.- Determinar el valor de “a” para que los puntos A( - a, 0, 4) B(1, -3, 5) C(3, 2, 0) y D(0, -7, 8) sean coplanarios

- - -
(Sol.: Los vectores AB , AC , AD debenserl.d.;a=-1)

7.- Comprobar si los puntos A (1, 2, 3), B (1,-2,4) y C (1, -3, 5) estan alineados. (Sol: No)
8.- Averigua los valores de m y n para que P(4, -1, 3) , Q(3, 5, 1) y R(0, m, n) estén alineados. (Sol.: m =23 y n =-5)

9.- Demostrar que los vectores u (1,0,0), v (0,2,0)y w (0, 1, -3) forman una base de R3. Hallar las componentes del

vector p (4, -1, 2) en esta base. (Sol.: a) Son Lind. b) ( 4, -1/6, -2/3))

TEORIA: Producto escalar

Ejercicios

10.- Dados los vectores  u (3,-4,12) y v (5, -2, -6), calcula:
u

N
1%

- -

a) u.v b) y c)elangulo(u, v)

- -

— —
d) Proyec. de u sobre v y Proyec. de v sobre u
5
e) éCudnto tiene que valer x para que el vector (7, x, -2) sea perpendiculara u ?

(Sol.: a) -49; b) 13 y 8,06; c) 117°52"; d) -6,077 y -3,769; €) x = - %)

—

11.- Halla un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados: « (3,-1,2)yv (1,0, 3) (Sol.: (3,7, -1)
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TEORIA: Producto vectorial

Ejercicios

12.- Halla el producto vectorial de u (3, -5, 1) y v (4, 7, 6). Comprobar que el producto vectorial es
perpendicular a cada uno de los vectores. (Sol.: (-37, -14, 41))

13.- Halla el 4rea del tridangulo determinado por los vectores u (3,-5,1) y v (4,7,6)  (Sol.: 28,49 u?)
14.- Hallar el drea del tridngulo de vértices A(-5, 2, 1), B(1,7,5) y C(-1, 0, 4) (A=19,73 u?)

15.- Se consideran los puntos A (2,1, 0), B (3, 1, 2) y C (4, 2, -1). Comprueba que no estan alineados y halla

e
2

el area del tridngulo que determinan. (Sol.: u

16.- Hallar el valor de “a” para que al efectuar el producto vectorialdeu=(1,2,a)yv=(a, 3, 1) obtengamos
el vector w=(-4, 3, -1). (Sol.: a=2)
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TEORIA: Producto mixto

Ejercicios

17.- Halla el volumen del paralelepipedo definido por: u (-5,1,7), v(4,7,3)y w(1,0,4) (Sol.: 202 u?)

-

18.- Halla el volumen del tetraedro que determinan los vectores: Z(l, -1,2), v (-1,-1,3)y :v (5,2,1)
(Sol.: 17/6 u3)

19.- Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son A(3, 5, 7), B(1, 0, -1), C(7, -1, 4) y D(11, 4, -6)
(Sol.: 107 u3)

—

20.- Halla el valor de x para que los vectores u (3,-5,1), v (7,4, 2)y w(1, 14, x) sean coplanarios ( es
decir que el volumen del paralelepipedo determinado por ellos sea cero).

21.- Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo que A(1, 0, 0), B(2, 3, 0), C(4, O,
5)y E(7, 6, 3). Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.

| (Sol: V=33 u?, G(10, 6, 8), H(9, 3, 8), D(3, -3, 5), F(8, 9, 3)) |
22.- Se consideran los puntos P(2, 1,-1), Q(1, 4, 1) y R(1, 3, 1):

Comprueba que no estan alineados y halla el drea del tridngulo que determinan.

Si desde el punto V(1, 1, -1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Qy R, se obtiene una piramide. Halla
la altura de dicha pirdmide y su volumen.

. 2
(Sol.: a) Area = g, b) plano determinado porP, QyR 7:2x+2z-3=0, altura=d(V, 7)= ﬁ ,

1
Volumen = 5 [4rea base x altura] =1 u?)
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TEORIA: Ecuaciones de la recta en el espacio

Ejercicios
23.- Dados los puntos A (m, 2,-3), B (2, m, 1) y C (5, 3, -2) determina el valor de m para que estén alineados
y hallar la recta que los contiene. (Sol.: m= 6)

24.- Obtener las ecuaciones (paramétricas, continuas e implicitas) de la recta que pasa por P(1, -1,0) y es
paralela al vector d (1, -1, 2) (Sol.: (x=1+t;y=-1-t;z=2t)

25.- Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuacién en forma continua y las ecuaciones implicitas de la recta
gue pasa por estos puntos: A(1, 1, 1) y B(2, 0, 3). Localiza dos puntos, ademds de los dados.

(Sol.:r:x+y-2=0,2x—2z-1=0)
26.- Halla las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pasa por cada par de puntos:

a)A(3,0,-7) y B(-7,2,-1) b)A(0,0,0) y B(1,0,0)
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x = 2432 3 |
X — y+ z
a)r: = =5 b) s: ==
riqy ) T4
z = 1+A
28.- Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralelaar: 3x=5y+7z-4 = 0 gue pasa por
x=2y+z+1 = 0

- -

P(0, -1, -3): ( El vector direccién de larectares d. =n, x n,)

29.- Calcular la ecuacién en forma continua de la recta que pasa por el punto A(1, - 1, 2) y que tiene direccién
perpendicular alos vectoresu (0,1, 3)yv (1, 1, 1) (Sol.: el vector direccién de la recta es el producto vectorial
deuyv,uxv=(-2,3,-1))

30.- Halla unas ecuaciones paramétricas y continuas para la recta de ecuaciones implicitas:
X+ = 0 2x-2y—-z = 0

a) r: Y b) s: Y

2x-y+z = 0 x+y+z-3 = 0
(Sol.: Resolviendo los sistemas se obtiene las ecuaciones paramétricas de larecta: r (x=a,y=-0q, z =-3a);
si(x=1-w,y=1-4y,z=1+5p)
31.- Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuacion pertenecen o no a la recta dada:
= 5-22
= 32
= 4

A(5,1,4) B(3,3,4) C(15,-15,4) D(1,6,0) r:

NI SR

(Sol.: Al sustituir las coordenadas de cada punto en la ecuacién de la recta, si sale el mismo valor de 4,
entonces el punto pertenece a la recta, si no sale el mismo valor no pertenece. A y B no pertenece; B si
pertenece)

TEORIA: Ecuaciones del plano en el espacio
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Ejercicios

32.- Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A (1, 0, 0) y es perpendicular al plano 7:x—y—z +
Xx+z =1

2=0.(Sol.: r )
y-z = 0

33.-a) Determina las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos
A(2,3,5),B(1,1,2)yC(3, 6, 10)

b) Halla otros tres puntos del plano c) Calcula n para que P( 1, 2, n) pertenezca al plano.
Sol.:a) x—2y+z-1=0, c)n =4)

34.- Hallar la ecuacién del plano que pasa por P(2, 3, 5) y es paralelo a los vectores u(-1, -2, -3) y v(1, 3, 5)
(Sol.:x—=2y+z-1=0)

35.- Determina las ecuaciones paramétricas del plano 7:x—-2y+2z—-3=0

36.- Halla la ecuacién implicita de cada uno de los siguientes planos:

a) Determinado por el punto A(1, -3, 2) y por los vectores u (2, 1, 0) y v(-1, O, 3)

b) Pasa por el punto P(2, -3, 1) y su vector normal es u(5, -3, -4)

c) perpendicular a la recta %:y—ﬂzg y que pasa por el punto (1, 0, 1)

-1
(Sol.:a) 3x-6y +z-23=0; b)5x—3y—-4z-15=0;c)2x—y+3z-5=0)

37.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(2, 0, 1) y contiene a la recta de ecuacién
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x—1
r.——n=
2

+3
yT - il (Sol.: 4x =3y +52 —13 = 0)
38.- Halla la ecuacién de un plano que contiene a las rectas:

x=1_ y+2 z-1 x+2 y-3 z-2

r: ys:

3 2 4 3 2 4 (Sol.: 18x + 15y - 212+ 33 =0)
39.- Estudia la posicidn de las siguientes rectas y halla, si es posible, el plano que las contiene:

- x-2 y-1 =z x—1 _y-1 z+2

=— s: Sol.:r//syelplano2x—z-4=0
| =5 . . _2( /[syelp )
x = 1+4
40.- Halla la ecuacion del plano que contiene alasrectasr:x—1=y—-2=z—-3ys: qy = 2
z = 3424

(Sol.: 2x—y—-z+3=0)

41.- Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por el punto P (0, 1, 1) y es perpendicular a la recta de

x-2 y-2 z-4
-1 3

ecuacién (Sol.:x—y+3z-2=0)

42.- Determinar la ecuacién de un plano que contenga a la recta r y sea perpendicular al plano 7, siendo:

I 1 z+1 x = A
- - +
PR 7:dy = A (Sol.i-4x—3y+z+8=0)
2 -3 -1
z = y7,
) B ) y—=3 z-4
43.- Determina la ecuacién del plano que contiene al punto P(2,1,2) y alarecta: x—2= T = 3

(Sol.:-2x+y—-z+5=0)

44.- Comprueba si los puntos siguientes son coplanarios o no:

A(1, 2, -1), B(3, -1, 4), C(2, 3, 1) y D(4, 0, 6)

A(1,2,1),B(3,2,4),C(0,1,-2)yD(1,0, 1)

45.- Encuentra el valor de a para que los puntos A(1, 2, 3), B(1, 2, a), C(1, 3, 1) y D(2, a, 5) sean coplanarios.
46.- Halla la ecuacion del plano que contiene a los puntos A(-4,0,-2) y B(0,3,-1), y es perpendicular al plano

n:X+3z-5=0(Sol.: 9x-11y -3z + 30 = 0)

x = 544 x = 4+3u
47.- Halla la ecuacién del plano 7 que contienea r y esparaleloa s:r:<y = -1 S:sy = 3-u
z = 8+24 z = 5+4u

- -
( Elvector normal al plano 7 =d, xd )

48.- Halla “@” para que las rectas r y s estén sobre un mismo plano y busca la ecuaciéon de dicho plano.

{2x+z
r:
Yy

I
9}

a . {—x+2y+2z
| :

Il
N

xX+y
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49.- a) Halla “m” para que las rectas r y s se corten en un punto. Halla para dicho valor la ecuacién del plano
gue las contiene.

|Ax-y+z -2 C|2x+4y+2z -1

' | 2ax—ky+z = -1

3x—y+hkz = =2

49.- b) Calcula el volumen del tetraedro que determina el plano de ecuaciéon x+ 3y + 6 z—12 =0 al cortar
los planos coordenados. (Sol.: 16 u3)

TEORIA: Posiciones relativas de 2 rectas en el espacio
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Ejercicios

50.- Estudiar la posicion relativa de lasrectasry s:
x = 1-24 X = —2+4u

a)r:iy = 2+42 s:<y = 1-2u (Sol.:rysson paralelas)
z = 24 z = —1-pu
x = 2-32 x = l-pu

b) r:{dy = 3+54 s:i<y = u (Sol.:rys secruzan)
z = ﬂ, z = 5
x = 2-32 x = 1-pu

c) r:dy = 3+54 s:3y = 2u (Sol.: se cortan en el punto (-13, 28,5)
z = A z = 5

51.- Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas y halla el punto de corte, cuando sea posible:

x—1 y+2 z—-1 x+2 y-3 z—2
: = = S: = =

ar: (Se cruzan)

3 2 4 T -1 2 3
-1 +1 x=2y-1 = 0
b)r: A Ak g s: Y (Paralelas)
2 1 3 3y—z+1 = 0
= 3+4+4u
X1 _y_zZ ) _ P
c)r: =352 S o= 3+6u (Coinciden)
z = 44+8u
-1 -1 -2 —4 —4 -5
d) r:x ===z s:x =Xz (Se cortan en el punto (0,3,3))
-1 2 1 4 1 2
= 4 1 2 1 =0
52.- Dadaslasrectas r: <y = 1+21 A Y ~ Estudia la posicién relativa
Lo 12 1 2y—z+42 = 0
z = -

de cada par de ellas (Sol.: r y s se cruzan; r y t son paralelas; s y t son secantes)

53.- Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:

= 5+44 . i
- +
r:-qy = 3+4 s:iz—y3 =Z
; = -1 m n (Sol.: m=12yn=-3)

54.- Calcula el valor de k para que las rectas r y s se corten en un punto. Halla el valor de ese punto de corte.

= 2-4 x = —-1+22
rly = 244 S0y = —1+4 (So.:k=3;P(3,1,-3))
z = 34 z = k=34
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55.- Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en los siguientes apartados. Cuando
se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x = 3-5A x = 6+5u x = 2-32 X = 2—u
a) r: = 2431  siqy = 4-3u b)ridy = 3451 s:4y = 2u
z = 4-2 z = 2+u z = 24 z = 5
x = 2-34 = 4-u
cr:iy = 3+54 s: = 2u  (Sol:a)r//s; b) se cortan; c) se cruzan)
z = =1 z = 7

X+y-z

Estudiar su posicion relativa (Sol.: se cruzan)

1 x=2y+z = 3
56.- Sean las rectas: r: S:

2x+y—-z = 2 2x-2y+z = 1

57.- Halla “a” para que las rectas r y s estén sobre un mismo plano.

2x+z = a —x+2y+2z = 5
r: { ’ _ s: { iy _
58.- Halla “k” para que las rectas r y s se corten en un punto.

dx-y+z = =2 2x+4y+2z = -1
" {3x—y+kz = -2 :{2x—ky+z = -1
59.- Discute la posicion relativa de las rectas r y s en funcion del parametro k:

_{2x—4y+z = k __{y+z = o .
r:: s:: (Sol.: si k = 6, las rectas se cortan, si k# 6 se cruzan)
3x—y = 11 y=2z = -k

TEORIA: Posicién relativa de 2 planos en el espacio
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Ejercicios

60.- Estudiar la posicion relativa de los siguientes pares de planos:
a) T:x—-2y+x-1=0 T:2x-4y+3z2-2=0

b) 7:x-2y+z-1=0 T -2x+4y-2z+3=0

C) T:x—-2y+z-1=0 T'.-3x+6y—-3z+3=0

61.- Calcular los valores de a y b para que sean paralelos los planos:

T:x-2y+z-1=0 T ax—4y+2z+b=0
N
62.- Halla la posicion relativa del plano que contiene al punto A(1, 1, - 2) y es paralelo a los vectores u = (1,0, 1)y
v=(0,1,-1)conlos planos:a) T:x—2y—z+1=0; b) 7 ":-2x+2y+2z2+4=0; c) 7 ":3x-3y—-3z+1=0

TEORIA: Posicién relativa de 3 planos en el espacio.
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Ejercicios

63.- Estudia la posicidn relativa de los planos:

T ix+2y—2z+3=0

T:2x-y+3z+1=0

w7 -2x—4y+4z—-6=0 (Sol.: dos planos coincidentes y el otro los corta en una recta)
64.- Discutir la posicion relativa de los planos, segun los valores de | parametro k:

a) T:x +y+kz=1;, w:kx+y+z=1; w7:2x+y+z=k(Sol: k=1, los tres planos se cortan en una recta,
k = 2 dos planos paralelos y el otro los corta en dos rectas paralelas, k #1, 2 los tres planos se cortan en un
punto)

b) 7:kx—2y+z-1=0; 7 ':x—2ky+kz-3=0; 7":x—-4y+kz—k=0
65.- Estudiar la posicidn relativa de los siguientes planos:

a) T:x—-y+2z=1; w':2x+2y—-z=2; w':3x+5y—4z=3

b) 7:x+y—-z=1;, w':x—-y+z=2; #'7:-x+y+z=1

) w:x+y+z=1, w":x=-2y+z2=0; w7 :2x-y+2z=0

66.- Determina la posicion relativa de los planos:

T1:X+2y—2z+3=0 b) 71:x+2y—-z+3=0
TTa:2x—y+3z+1=0 Tr:x+y+3z+1=0
T3:-2x—4y+4z—-6=0 T3:-2x—3y—-22—-4=0

(Sol.: a) S. Compat. Dos planos son coincidentes y el otro los corta en una recta.

b) S. Compat. Los tres planos no paralelos se cortan en una recta).
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TEORIA: Posiciones relativas de recta y plano en el espacio

Ejercicios
67- Estudiar la posicion relativa del plano 77 y larectar:
x = 24+
a) m:x—-2y+z-1=0 rr<y = 1+ A (Sol.:larecta contenida en el plano)
z = 144
x=1 y z=2
b) r: === T:x-y+z-2=0
2 1 3
x = 1422
C) T:x—-2y+z-1=0 rnyy = 2-4 (Sol.: ry 7r son paralelos)
z = —-1-44
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x—1 -2
68.- Determina b paraque larectar: T = yT =§ no corte al plano 7:2x -4y +5z=0
) x=1 y z+1
69.- Determina los valores de a para que el plano 7:x -2y +az=0ylarecta r: T = T = T se corten en un
punto.
, x-1 y-2
70.- Determina b paraque larectar: T = T =—nocortealplano 7:2x—-4y+5z=0(Sol.:b=9)

X - z
71.-Dadoelplano 7:x+y+mz=nylarectar: Tz—lzz.

a) Calculamy nparaque 77 contengaar. (Sol.. m=0)

= AN

b) Calculamy nparaque 7 yrsean paralelos. (Sol..m=0y n #2)

c) Calculamy nparaque 7 yrsean secantes. (Sol.. m #0)

72.- Estudia la posicion relativa del plano 7:x+y+z+ 1 =0y las rectas:

xX— =0
S:x=y= = y r: Y (Sol.: sy 7 son paralelos; t esta incluida en )
-2 2x+z+1 0

73.- Estudiar la posicion relativa del plano 7 y la recta r, siendo:

x+y+2z-1
a)r:
x—y—4z-3

0
07[:4x+4y+z+4=0

{x—Zy—l = 0
b) r: Oﬂ:x—y+z—2=0

3y—z4+2 =
x—y+z-1 =0 )
C) T:x+3y—-4z+5=0r: (Sol.: r contenida en 7))
2x+2y-3z+4 =0
x=2y+1 =0
74.- Halla para qué valor de k son paralelos el plano 7 :x+ky—z+1=0ylarectar:
2x-2y+z+1 = 0

75.- Encuentra el valor de m para que la recta r esté contenida en el plano de ecuacién 7 :2x +y + z = -1, siendo

Ix+my+z = 1
r:
-2x+4y-2z = 6
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TEORIA: Haz de planos

Ejercicios

76.- Halla la ecuacion del haz de planos que tiene por eje o arista la recta:
x = 1+2

rdy = 24 ycalcula, el que pasa por el punto P(1,1,1) (Sol.: x—2y +z=0)
z = —1+432

x=2y+z-1

oS O

x—z+3

77.- a) Determina la ecuacién del haz de planos que cortan alarectar: {

b) Halla el plano del haz que pasa por el punto A(1, O, 3)
78.- Calcula la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1, -3, 1) y contiene a la recta r de ecuacidn

{x+y+22—1 =

0
(Sol.: -2x-4y-10z=0)
x—y—4z-3 0
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UNIDAD 7. Problemas métricos.

6. Geometria

B1. Medicion

B1.1. Resolucion de problemas que impliquen medidas de longitud, superficie o volumen
en un sistema de coordenadas cartesianas.

Cl1. Formas
geométricas de 2
y 3 dimens.

CI1.1. Objetos geométricos de tres dimensiones: andlisis de las propiedades y
determinacion de sus atributos.

C1.2. Resolucion de problemas relativos a objetos geométricos en el espacio
representados con coordenadas cartesianas.

C2. Localizacion
y sistemas de

C2.1. Relaciones de objetos geométricos en el espacio: representacion y exploracion con
ayuda de herramientas digitales.

representacion C2.2. Expresiones algebraicas de los objetos geométricos en el espacio: seleccion de la
mas adecuada en funcion de la situacion a resolver.

C3. C3.1. Representacion de objetos geométricos en el espacio mediante herramientas

Visualizacion, digitales.

razonamiento y C3.2. Modelos matematicos (geométricos, algebraicos, grafos y otros) para resolver

modelizacion problemas en el espacio. Conexiones con otras disciplinas y areas de interés.

geométrica.

TEORIA: Angulos entre rectas y planos

Ejercicios

1.- {Qué angulo forma la recta r:

x-3 y+1 z-1
5 -1

conelplano 7:2x-5y+7z—-11=0 (Sol.: 359)

2.- Hallar el angulo que forman las rectas siguientes:

r:

5 3

x-3 y+l z

1 (Sol.: 41°59" 357"

x=2y+5

. {2x+3y—52+4
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3.- Determina la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A(3, 0, -1) y es perpendicular al plano

T:2x-3y—-z+1=0 7x":2x-y+3=0 (Sol

4.- Hallar el dngulo entre los planos 7 :x—2y+4z=0y 7 ":2x—y+3=0 (Sol.: 67°1" 237)

TEORIA: Distancia entre 2 puntos.

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

6791 23")

TEORIA: Distancia de un punto a una recta.

Ejercicios

X

5.- Calcula la distancia del punto P(5, -1, 6) alarecta r: { y

= 1-24
— 1 (Sol.: /12)

6.- Halla razonadamente la distancia de P (5, 6, 6) alarectar: J y

X
7.- Halla la distancia del punto P(1, 2, 1) alarectar:

8.- Distancia del punto P(1, 2, 1) alarectass: {

x+y—-z-3

z = 5424
x = 51
= 2-2(S:/50)
z = A
-1 _y+3 _z-1 (Sol: V125
1 J6
~ 7 (Sol: 1)

x—y+z-1
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9.-SeaelpuntoP(3,-3,1)ylarectar: (x,y,2)=(2,3,4)+ A(-1,2,1)

a)Halla la proyeccién del punto P a larectar.

J20

b)Halla la distancia del punto P a larectar. (Sol.: a) (14/3,-7/3,4/3) b) —

J6

» x-1 y+3 z-1
10.- Halla la proyeccion ortogonal del punto P(1, 2, 1) alarectar: = =

1 1
(Sol.: H(16/6, - 13/6, 11/6))
x = 1+4
11.- Calcula el simétrico del punto A(1, O, 1) respectode larectar: <y = 2-A4 (Sol.: A'(3, 2, 1))
z = 1

+1 y-3 z+1
2 2

X
12.- Determina el punto simétrico de A(-3, 1, -7) respecto de la recta r:

(Sol.: A’(-3, -3, -3))

13.- Calcula el simétrico de P respecto de r en cada caso:

P(2,1,0); r:(5+21,2-4,-2)

P(1,-1,3); r:(-4,0,8+ 1) (Sol.: a)P’(4,5,-4) b)P'(51,7))

TEORIA: Distancia entre un punto a un plano

Ejercicios
14.-SeaP (3,2,-1)yelplano 7:2x—y—2z+ 3 =0. Se pide:
La proyeccidn ortogonal de P sobre 7. b) La distancia del punto P al plano 7.

(Sol.:a)H (1,3,1) b)d=3)
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15.- Calcula la distancia del punto P (5, 5, 3) al plano 77 : (x,y,2)=(0,0,4)+ A(2,2,-1)+ u(-3,2,0)

Sol: d(P, )= _15_
(Sol:d(P, 7) m)

34
16.- Halla la distanciade P(3,1,7)a 7:x—-3y+5z-1=0 (Sol.:. —)

V35

17.- Halla el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano 7 :x—3y—-2z+4=0 (Sol.: P’(2,-1, 1))

TEORIA: Distancia entre 2 rectas.

Ejercicios
18.- Calcular la distancia entre las rectas siguientes:
x = 544 x = 4+3u
r=<qy = -1 S=4y = 3—/,1 (SO|3)
z = 8+24 z = 5+4+4u
19.- Halla la distancia entre las rectas r y s:
X = 2\
x-2y-1 =0
r=ly = 1+ E{ y (SoI.:r//s,d=5/\/§)
y+z =0
z = 3-A

20.- Calcular la distancia entre las rectas r y s, dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de
su base:

x = 51 x = 5+7u
r=y = 2-1 s=<y = 1-5u (Sol:d=0, las rectas se cortan)
z = A z = 1-5u
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21.- Halla la distancia entre las rectas:

r

— S= =

5 2 3 2

x—2:y+3:Z x+2 yzszg(Sol.:d(r,s)=

il
Jo1

22.- Searlarecta que pasa por A(2,4,0)yB(6, 2,0)yseas larecta que pasa por C(0, 0, 7) y D(3, 2, 0).0btén,

de manera razonada, la distancia entrerys. (Sol.: \/5)
23.- Determina la distancia entre las rectas:

—4 y-7
r: xszT=Z+1 s:(x,y,2)=(4,2,1)+u(2,4,1),pnER

(Sol.:r //s; d(r,s)=v665 /7 u)

TEORIA: Distancia de una recta a un plano.

Ejercicios

_ _ _x=3 y-1 z+2 _ 8
24.- Calcular la distancia de larectar = = = alplano 7=x-3y—z+6=0(Sol.: —)
5 2 -1 Ji1
x-1 y+2 z-1
1 a 2

Determina para qué valores del pardmetro a la recta r y el plano 7 son paralelos.

25.- Consideralarectary el plano 7 de ecuaciones: r = T=ax+2y—-3z-3=0

Halla la distancia entre la recta r y el plano 7 para el valor hallado de a en el apartado anterior.

TEORIA: Distancia entre 2 planos.

Ejercicios
26.- Calcular la distancia entre los planos:

38
a) T=x-5y+2z-19=0 y 7 =2x-10y+4z=0 (Sol.: ——)
V120

b) T=y-5z+4=0 y 7 '=2y-10z=0
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TEORIA: Perpendicular comun a dos rectas que se cruzan

Ejercicios
3 | Tk
27.-Dadaslasrectasrys: r=r"2_Y_Z7" y = - _
2 11 7 H
z = —Uu

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacién de la perpendicular comiUnarys.

(Sol.: R (2/3,-7/6,-1/6) , S (2/3, - 2/3, - 2/3))

x-1 y z-1 x-2 y-2 z-1
28.- Sean dos rectasry s que se cruzan: r= === S= = =
1 2 1 2 1 2
Calcular la ecuacién de su perpendicular comun.
X -1 z+3 _
29.- Comprueba que las rectasr = 6 = yT = 5 ys EXT1 = LT :% se cruzan, y halla la ecuacién de la
perpendicular comtn a ambas.  (Sol: p= /¥ ~16y-7z-21 =
x=2y+z+5 =
x—1 z+1 x—2 -2 z
30,- Dadas las rectas de ecuacionesr =—— = Y_zZr] y S= _S T —, determina:
1 2 1 2 1 2
a) La posicién relativade ry s. b) La ecuacién de la perpendicular cominaryas.

c) Las coordenadas de los puntos donde la perpendicular comin cortaaryas.
d) La distancia entre las rectasry s.

x—-2z+3 = 0 .
31.- Dados la recta r= A 0 y el plano 7=x+ 2y +3z—-1 =0, halla la ecuacién de una recta
y—z-— =

situada en el plano 7, que pase por el punto P (2, 1, -1) y sea perpendicular a r. ( Nota : vector direccion
— - -

der,es d, =n, x n,, es paralelo al vector direccion de larectar’)
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UNIDAD 8. Estadistica y Probabilidad.

7. Probabilidad y Estadistica

B1. Medicion

B1.5. La probabilidad como medida de la incertidumbre asociada a fendmenos aleatorios:
interpretaciones subjetiva, clsica y frecuentista.

El. Incertidumbre

E1.1. Calculo de probabilidades en experimentos compuestos. Probabilidad condicionada
e independencia de sucesos aleatorios. Diagramas de arbol y tablas de contingencia.

E1.2. Teoremas de la probabilidad total y de Bayes: resolucion de problemas e
interpretacion del teorema de Bayes para actualizar la probabilidad a partir de la
observacion y la experimentacion y la toma de decisiones en condiciones de
incertidumbre.

E2.
Distribuciones de

- E2.1. Variables aleatorias discretas y continuas. Parametros de la distribucion.
probabilidad

E2.2. Modelizacion de fendmenos estocasticos mediante las distribuciones de
probabilidad binomial y normal. Célculo de probabilidades asociadas mediante
herramientas tecnologicas.

TEORIA. Experimentos aleatorios
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TEORIA: Espacio muestral. Suceso aleatorio. Espacio de sucesos.

TEORIA: Tipos de sucesos.

Ejercicios

1.- Determina el conjunto de todos los sucesos de los siguientes experimentos aleatorios

a) Allanzar una moneda y anotar el resultado, determina el espacio muestral y el conjunto de sucesos S
b) Al lanzar un dado de quiniela y anotar el resultado, determina espacio muestral y conjunto de sucesos S

2.- Numeramos con 1, 2, 3 y 4 las cuatro caras de un dado con forma de tetraedro. Lo dejamos caer y
anotamos el numero de la cara inferior:

a) éCual es el espacio muestral?
b) Escribe un suceso elemental y tres que sean no elementales

c) éCudntos sucesos tiene este experimento?
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3.- Sea el experimento de lanzar un dado con las seis caras numeradas del 1 al 6. Determinar el espacio de
sucesos.

TEORIA: Operaciones con sucesos.

Ejercicios

4.- Consideramos el experimento “lanzar un dado”. A partir de los sucesos:
A={1,2,3,4},B={1,3,5},C={2,4}

a) Obtener los conjuntos AUB,ANB, A, B

b) Obtén los conjuntos (AU B)’, (ANB), AU B, AN B,y comprueba que se cumplen las leyes de Morgan
c) CalculaBU CyBNC,yrazona los resultados.

5.- En el lanzamiento de un dado se define los sucesos A = “obtener un resultado par”, B = “ obtener un
resultado mayor que 4” y C =" obtener 1”. Calcula:

a) AUB b)ANB «¢) AUB dANB eANB (Sol.: a) {2,4,5,6} b) {6} c){1,3}
d){1,2,3,4,5,6} e){24})

6.- Se lanza una moneda tres veces y se consideran los sucesos A = “ sale al menos dos cruces” y B = “ sale
alguna cara”. Calcula los sucesos (AUB), (ANB),(A-B)y(B—A)

(Sol.: AU B ="“XXX, CXX, XCX, XXC, CCC, CCX, CXC, XCC”; A N B =“CXX, XCX, XXC”; A—B= AN B =“XXX";
B—A=BnA="CCC, CCX, CXC, XCC”

7.- Si una persona sintoniza habitualmente dos emisoras de radio, “ Radio A” y “Radio B”, definir los
siguientes sucesos: AUB,AuB, ANB, AnB

(Sol.: a) “escucha alguna de las dos emisoras”, b) “no escucha ninguna emisora” equivalente a no escucha
Radio A, ni escucha Radio B, c) “escucha las dos emisoras”, d) “no escucha las dos emisoras” equivalente a
“no escuchar A o no escuchar B”
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TEORIA: Frecuencia absoluta y frecuencia relativa de un suceso A

TEORIA: Ley de los grandes numeros

TEORIA: Definicién axiomatica de probabilidad. Propiedades.
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TEORIA: Regla de Laplace

Ejercicios

8.- En el lanzamiento de un dado, calcular las probabilidades:

a) A = “obtener un nimero par” b) B = “obtener un resultado mayor que 4”
c) C = “obtener multiplo de 3 “ d) D = “obtener un resultado menor que 3”

9.- En una baraja de 40 cartas, hallar:

a) Plas] b)Ploros] c) P[figura] (Sol.:a) 0,1; b) 0,25; c) 0,3)

10.- Se lanzan dos dados. Se pide:

a) Halla la probabilidad de que la suma de los valores que aparecen sea multiplo de tres.

b) éCudl es la probabilidad de que los valores obtenidos difieran en una cantidad mayor de dos?
(Sol.:a) P(A)=12/36=1/3 b) P(B)=1/3)

11.- PAU Maria y Laura idean el siguiente juego: cada una lanza un dado. Si en los dos dados sale el mismo
ndimero, gana Laura; si la suma de ambos es 7, gana Maria; y en cualquier otro caso hay empate.

a) Calcule la probabilidad de que gane Laura, asociado al experimento.
b) Probabilidad de que gane Maria. (Sol.: a) P(gana Laura) = 1/6; b) P(gana Maria) = 1/6)

12.- En el experimento aleatorio de estudiar las familias de tres hijos por el sexo de dichos hijos consideramos
los siguientes sucesos:

A ="“el hijo mayor esvarén” B = “los tres hijos tienen igual sexo” C = “ningun hijo es varéon”
Encuentra los elementos de los siguientes sucesos y calcula sus probabilidades: E; A; B; C; A" B; ANC; B

(Sol.: P[ E]=8/8=1; P[A] = 4/8= 1/2 ; P[B] = 2/8 = 1/4 ; P[ANB] = 1/8; P[ANC] = 0; P[B] = 6/8 = 3/4 )
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TEORIA: Diagramas de arbol.

Ejercicios
13.- En una urna hay 4 bolas blancas, 3 negrasy 2 rojas. Si se sacan 2 bolas de la urna, écuadl es la probabilidad
de que las dos sean rojas? ¢Y la de que ambas sean iguales? (Nota: Realiza un diagrama de arbol)

(Sol.: P (extraer dos bolas rojas) = 1/36; P (extraer dos bolas iguales) = 5/18)

14.- Se tiene una bolsa con 7 bolas verdes y 5 rojas, de la que se extraen sucesivamente y sin
reemplazamiento tres bolas. ¢ Cudl es la probabilidad de que las tres sean verdes? (Y de que sean del mismo
color? (Sol.: a) P (3V)=0,1591 b) P[3 V 0 3 R] =9/44 =0,2045)

TEORIA: Probabilidad condicionada.
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Ejercicios

15.- Al extraer una carta de la baraja espafiola, se consideran los siguientes sucesos: B = “ obtener bastos”,
F="obtener una figura” y R ="obtener rey”.

a) Halla la probabilidad P(R/F) (Sol.: P(R/F) = 1/3)

b) Comprobar si los sucesos B y F por un lado, y R y F, por otro, son o no independientes. (Sol.: By F
independientes; Ry F son dependientes)

16.- En una joyeria hay dos alarmas. La probabilidad de que se active la primera es 1/3, de que se active la
segunda es 2/5 y de que se activen las dos a la vez es 1/15. ¢ Cual es la probabilidad de que se active alguna
de las dos? ¢Y de que no se active ninguna de ellas? (Sol.: P(A1U A;) = 2/3; P(no sea active ninguna) = 1/3)

17.- a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabiendo que P(A) = 0’5, que P(B) = 0’4 y que
P(AUB) = 0’8, determine P(A/B).

b) Sean Cy D dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabiendo que P(C) = 0’3, que P(D) =08 y que Cy
D son independientes, determine P(C U D).

(Solucién a) P(A/B)= 0’25 b) Cy D son independientes, determine P( C U D) = 0’86)

18.- Tenemos una bolsa con bolas de colores numeradas. Si se extrae una bola al azar, calcula la
probabilidad:

a) de que el numero sea par con la condicién de que sea del color verde
b) de que el numero sea par con la condicién de que sea del color rojo

c) de que el nimero sea par con la condicidon de que sea del color negro

. _ P[par y verde] _ w _ 1, .
(Sol.: a) P[ par/verde] = ~rerde]  "38 3 b) ¥; c) 1)

19.- PAU Se lanzan dos dados:
a) éCudl es la probabilidad de obtener una suma de puntos igual a 10?

b) Si la suma de puntos ha sido 7, éicudl es la probabilidad de que en alguno de los dados haya salido un
tres? (Sol.: P(A)=3/36=1/12.Db) En este caso, el suceso B/A es salir en algiin dado 3, si la suma ha sido 7.
. Por tanto, P(B/A)=2/6=1/3)

20.- Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 negras. De ellas se extraen, al azar y sin reemplazamiento, dos
bolas. Construye un diagrama de arbol asociado al experimento. A partir de él determina:

a) la probabilidad de que las bolas extraidas sean de distinto color.
b) Si las bolas han resultado de distinto color, ¢cudl es la probabilidad de que la primera fuese blanca?
(Sol.: a) P[By N] = 30/56; b) P[12 B/B y N]= (P(12 B). P(22N /12 B)) /P(By N) = )

21.- El departamento de Matematicas de cierto Instituto ha decidido que este afio aprobardn esta asignatura
aquellos que superen uno de los dos exdmenes propuestos a lo largo del curso. Se sabe que el primer
examen lo aprobd un 62% de los alumnos, mientras que el segundo lo aprobd un 45%. Al final han aprobado
la asignatura un 75% de los alumnos. ¢ Cual hubiera sido el porcentaje de si hubiera exigido la superacion de
las dos pruebas para aprobar la asignatura? (Sol.: P(A N B) =0'32; 32%)
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22.- La probabilidad de que una persona use gafas es 0,6; la probabilidad de que tenga los ojos claros es 0,6
y la probabilidad de que use gafas y tenga ojos claros es 0,52. Calcula la probabilidad de que, elegida una
persona al azar:

a) No use gafas  b) Use gafas o tenga los ojos claros.  c) No use gafas o no tenga los ojos claros
(Sol.:a) P(A) = 0,4; b)P(AUB) =0,68; c)P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB) =0,48)

23.- En un centro escolar el 80% de los alumnos practican algun deporte, el 25% tocan un instrumento
musical y el 15% realiza ambas actividades. Calcula la probabilidad de que un alumno de ese centro elegido
al azar no realice ninguna de las dos actividades. (Sol.: P [ D U M] =0,90; P[(D U M) =1-P[D U M] =0,10)

TEORIA: Tablas de contingencia

Ejercicios

24.- Los alumnos de 12 y 22 de Bachillerato de un IES se distribuyen por curso y sexo como se indica en la
tabla. Si se elige un alumno al azar, éCual es la probabilidad que sea chica? ¢Y la probabilidad de que sea
chica de 127 ¢Y la probabilidad que si es de 22 sea chica?¢Y la probabilidad de que sea de 29 si es una chica]
(Sol.: a) P[ sea una chica ] = 120/230; b) P[sea chica de 12] = 65/230; c) P[sea chica/ser de 22] = 55/105, d)
P[sea de 22/ ser chica] = 55/120)

Curso | Chicos | Chicas | Total
1°B 60 65 125
2°B 50 55 105

Total | 110 120 230

25.- La siguiente tabla muestra un estudio sobre el habito de hacer deporte en un grupo de hombres y
mujeres.

Hombre | Mujer | Total
Deportista 50 70 120
No 70 60 130
deportista
Total 120 130 250

a) Calcular la probabilidad de A = “Deportista/Hombre”
b) éCudl es la probabilidad de que sea mujer sabiendo que no es fumadora?

(Sol.: a) P(A)=50/120=5/12;b) P(B) =60/ 130 =6/ 13)
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26.- Una asociacion deportiva tiene 1000 socios, el 40 % de ellos son mujeres. Estan repartidos en tres
secciones y cada socio solo pertenece a una seccidn. En la seccidn de baloncesto hay 400 socios, 120 de ellos
son mujeres, en la de natacién hay 350 socios, 180 de ellos son mujeres, y en la de tenis estadn el resto de los
socios. Calcule la probabilidad de que un socio seleccionado al azar sea varén y de la seccién de tenis. (Sol.:
Realizara una tabla de contingencia. P (vardon y de la seccidn de tenis) = 150/1000= 0,15)

TEORIA: Teorema de la probabilidad total

TEORIA: Teorema de Bayes

Ejercicios

27.- (Murcia, septiembre de 2009) En un I.E.S. se realizan dos competiciones deportivas: baloncesto y futbol.
El 20% de los alumnos participan en la de baloncesto, de los cuales el 40% son de primero de bachillerato y
el 30% participan en la de futbol, de los cuales el 25% son de primer curso de bachillerato. Ningtn alumno
puede participar en dos competiciones. Elegido al azar un alumno, écual es la probabilidad de que sea de
segundo de bachillerato?

28.- Segun la revista Al-movil, el 63% de los usuarios de movil en Espafa tiene un “Smartphone”. Entre los
propietarios de este tipo de teléfono, el 77% lo emplea para su conexidn habitual a internet. Sin embargo,
entre los propietarios de otros tipos de teléfono movil solo el 8% lo emplea para la conexién habitual a
internet. Calcula la probabilidad de conectarse habitualmente a internet a través del teléfono mavil.

29.- Tenemos una urna A con 3 bolas rojas y 5 azules y una urna B con 6 bolas rojas y 4 azules. Si sacamos de
ellas una bola al azar, écudl es |la probabilidad de que sea roja?
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30.- (Murcia, junio de 2009) En un centro escolar los alumnos pueden optar por cursar como lengua
extranjera inglés o francés. En un determinado curso el 90 % de los alumnos estudia inglés y el resto francés.
El 30 % de los alumnos que estudian inglés son varones. De los que estudian francés, el 40 % son chicos.
Elegido un alumno al azar, écudl es la probabilidad de que sea chica?

31.- Se sabe que el 30% de los individuos de una poblacion tiene estudios superiores; también se sabe que,
de ellos, el 95% tiene empleo. Ademas, de la parte de la poblacién que no tiene estudios superiores, el 60%
tiene empleo. a) Calcule la probabilidad de que un individuo, elegido al azar, tenga empleo.

b) Se ha elegido un individuo aleatoriamente y tiene empleo; calcule la probabilidad de que tenga estudios
superiores

32.- En una clase de segundo de bachillerato compuesta por el 55 % de chicos y el resto de chicas, practica
el balonmano el 40 % de los chicos y una de cada cuatro chicas. Si elegimos al azar un alumno de la clase:

a) éCudl es la probabilidad de que practique el balonmano?
b) éCudl es la probabilidad de que practique el balonmano y sea chica?
c) Si resulta que no practica el balonmano, écual es la probabilidad de que sea chica?

33.- Una fabrica tiene tres cadenas de produccion, A, By C. La cadena A fabrica el 50 % del total de los coches
producidos; la B, el 30 %, y la C el resto. La probabilidad de que un coche sea defectuoso es: en la cadena A,
1/2;enla B, 1/4,y enla C, 1/6. Calcule razonadamente:

a) La probabilidad de que un coche sea defectuoso y haya sido fabricado por la cadena A.
b) La probabilidad de que un coche sea defectuoso.
c) Si un coche no es defectuoso, écudl es la probabilidad de que haya sido producido por la cadena C?

34.- Los alumnos de una universidad que cursan los grados de Economia, Derecho y Matematicas se
distribuyen como sigue: el 35% cursa Economia; el 38% Derecho; el 27% restante estudia matematicas. Si
cada curso finaliza sus estudios de grado un 18% de los estudiantes de Economia, un 20% de los de Derecho
y un 15% de los de Matematicas, équé probabilidad existe de que un estudiante elegido al azar finalice ese
curso sus estudios? (Sol.: P[F] =0,1797, es decir un 17,97%)

TEORIA: Variable aleatoria. Variables aleatorias discretas y continuas.
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TEORIA: Funcién de probabilidad de variable aleatoria discreta. Funcién de distribucién.

Ejercicios
35.- Se lanza dos monedas y contamos el numero de caras. Calcula:
a) La funcidn de probabilidad, y represéntala graficamente

b) Los parametros media y desviacion tipica

(Sol.: Espacio muestral E = (C,C) (C,X) (X,C) (X,X)
Variable aleatoria discreta: X =n°decaras X=0,1,2

Funcién de probabilidad: f(0)= P[X=0]=1/4 ;f(1)= P[X=1]=1/2;f2)= P[X=2]= 1/4

X =n°de caras 0 1 2

P[ X = xi] 1/4 12 1/4

by u=E[X]=0.1/4 +1.12+2. 1/4=1

0=\/Z}'Z’1‘xi2' pi— u2=\/02 ST 1224 222 —12=0,7071
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36.- Se lanza una moneda 3 veces y contamos el nimero de caras.

a) Calcula la funcién de probabilidad y representa graficamente.

b) Calcula la esperanza matematica y desviacion tipica

(Sol.: a) Variable aleatoria X = n° de caras

Funcion de probabilidad

X=0,1,2,3,

E = (C,C,0) (C,C.X) (C,X,C) (X,C,0) (C.X.X) (X,C.X) (X,X,0), (X,X,X)

f(0)=P[X=0]=1/8 f(1)=P[X=1]=3(1/8)=3/8 {f(2)=P[X=2]=3(1/8)=3/8 {(3)= P[X=
31=1/8

X =n°de caras 0 | 2 3

P[ X =xi] 1/8 3/8 3/8 1/8

b) u=E[X]=0.1/8 +1.3/8+2.3/8 +3.1/8=12/8=1,5

a=\/2;:';x§- pi— u2=\/02 S+ 12-2 42224322 — 1,52 =0,866

TEORIA: Modelos probabilisticos discretos: Bernoulli. Binomial.
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Ejercicios

37.- Comprueba si la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que sale un 5, al lanzar 4 veces un
dado de seis caras, sigue una distribucion binomial. (Sol.: B(4, 1/6)

38.- Comprueba si la variable aletoria que cuenta el numero de bolas blancas que obtengo, al sacar tres
veces una bola de un recipiente que contiene 2 bolas blancas y 3 rojas, y después de anotar el color,
devolvemos la bola al recipiente. (Sol.: B(3, 2/5)

39.- Comprueba si la variable aleatoria que cuenta el numero de discos buenos fabricados por una maquina
que produce un 90 % de discos sin error, al escoger 10 de ellos. (So.: B(10, 0,9))

40.- Compruen si la variable aleatoria que cuenta el numero de ases que podemos obtener, al extraer tres
cartas una a una sin devolver a la baraja de 40 cartas. (No sigue una distribucion binomial)

41.- Si se lanza un dado 10 veces, (cudl es la probabilidad de obtener 3 cincos?

(Sol.: A =”obtener un cinco” (éxito) y A = “no obtener cinco” (fracaso) , X = “n° de cinco” sigue una

distribucion B(10, 1/6)

P(X=3)= (130) : (%)3 : (2)7 = 0,155

42.- Si lanzamos 8 monedas, ¢cudl es la probabilidad de obtener 3 caras? ;y la probabilida de obtener al

menos 6 caras?

(Sol.: P( X =3 caras) = 56/256; P(x =al menos 6 caras) =P(X=6) + P(x=7)+P(X=28))

43.- En un estudio de venta por catdlogo indica que 12 de cada 50 personas que reciben publicidad por
correo acaban adquiriendo algunos productos. Se escogen al azar a 10 individuos y se considera la variable
que expresa cuantos de ellos han comprado por catalogo.

a) Determina la distribucion que sigue la variable.
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b) Halla la funcién de probabilidad

c) Calcula la media y la desviacion tipicade la variable X

d) Determinar la probabilidad de que dos de los individuos de la muestra compren por catalogo.
e) Halla la probabilida de que ninguno de ellos realice compras por catalogo

f) (Cuéntas personas de la muestra se espera que compren por catalogo?

(Sol.: a) X = “ n° de los que compran por catalogo” B(10; 0,24); b) P(X =t) = (11:0) - (0,24)t - (0,76)10°¢;

)u=24;0=1,35,d)P(X=2)=0,2885; ¢) P(X =0)=0,06429; f) u = 2,4, como se observa, de esta

muestra de diez personas, se espera que un total de dos o tres recurran a este tipo de compra)

44 - Se realiza un examen tipo test que consta de 9 preguntas, cada una de las cuales ofrece 4 posible

respuestas. Si se contestan las 9 preguntas al azar, ;cudl es la probabilidad de obtener 5 aciertos?

Sol.: Exito “pregunta acertada” y fracaso “pregunta fallada”.

P(éxito) = ¥4 = 0,25

Las pruebas son independientes unas de las otras, se trata de una variable discreta que sigue una distribucion
binomial B(9; 0,25)

Buscamos en el cuadro n =9 y la columna de probabilidad 0,25, en esta columna se selecciona el

numero de éxitos r = 5, por tanto P[ X =5 éxitos] = 0,0389

45.- En una distribucion binomial B(9; 0,8) halla la probabilidad de obtener 7 éxitos.

(Sol.: como p = 0,8, no estd en la tabla , en lugar de buscar 7 éxitos buscaremos los 2 fracasos, q=1-0,8

=0,2, y si esta en la tabla, B(9; 0,2) P[X =2]=0,3020)

46.- Se lanza una moneda al aire 9 veces. Detemina la probabilidad de obtenr un mayor niimero de caras que

de cruces.

(Sol.: X =“ obtener cara” ,n =9y p = 0,5, se trara de una variable aleatoria discreta que sigue una
distribucion binomial B(9; 0,5) Pide que el nimero de éxitos sea mayor que 4.

P[X = 4 caras] = P[X = 4] + P[X = 5]+ P[X = 6]+ P[X = 7]+ P[X = 8] + P[X = 9] = 0,5001)

47.- Se ha comprobado que la distribucion de probabilidad del sexo de un recién nacido es: de chica 48,5 %

y de chico 51,5 % . En un hospital van a nacer hoy 10 bebés. Calcula la probabilidad de que nazcan 7 chicas.

Solucion: X = nazca chica “éxito”, binomila B(10; 0,485) p=0,485 P[X=7]= (170) (0,485)7 (0,515)°

48.- Calcular la probabilidad de obtener 3 caras, si lanzamos 5 veces una moneda trucada que tiene el doble

de probabilidad de mostrar cara que cruz

3 2
(Solucion: X =n° de caras obtenidas, binomial B(5, 2/3) P[X =3] = (;’) G) G) =0,33)
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49.- El 3% de la poblacion pertenece al grupo sanguineo B~ . ;Qué probabilidad existe de que, al tomar 4

personas al azar, la mitad sea de ese grupo?

(Solucién:

X =n°de personas que sean del grupo B~, binomial B (4; 0,003) P[X = 2] = (g) (0,03)?. (0,97)* = 0,0051)

50.- Supongamos que la probabilidad de nacer nifio es 0,50. Calcula la probabilidad de que una familia de 6
hijos, sean:

a) Todos varones b) Al menos, dos varones  ¢) Tres varones d) Calcula la media y la desviacion tipica

(Sol.: Se trata de una distribucion binomial B(6; %), de pardmetrosn=6 yp ="

Sea X la variable= n° de hijos varones

a)P(X=6)= (g) (0,5)° (0,5)° = 0,015625 (la probabilidad es del 1,56 %)

b)P(X>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0)+P(X=1)=1— ((g) (0,5)° (0,5)° + (?) (0,5)' (0,5)%) = 1- 0,109375 = 0,890625

¢)P(X=3)=0,3125

dyp=n.p=6.1/2=3 varones o=/npq=6.0,5.0,5=1,225

51.- En una fabrica de relojes el control de calidad detecta la aparicion de un defecto con una probabilidad
de 0,1, pero que un reloj sea defectuoso es independiente del hecho de que los otros lo sean o no. Si
retiramos 5 relojes al azar, determina la probabilidad de que :

a) Al menos uno de los relojes sea defectuoso.

b) Exactamente dos relojes sean defectuososo.

(Sol.: X =n° de relojes defectuosos , B(5; 0,1);
a)P[X > 1]=1-(P[X=0])=1- (g) (0,1)°(0,9)5 b)P[X=2] = (;’) (0,1)2(0,9)%)

52.- La probabilidad de que un cazador novato cobre una pieza es 0,4. Si lo intenta 5 veces, calcula la
probabilidad de que cobre una pieza al menos 3 veces.

(Sol.: Sea X'=n.° de piezas cobradas por un cazador, p=0,4q=0,6 B(5;0,4)P[X>3]=P[X=3]+
P[X =4]+ P[ X = 5] = 0,4096)

53.- Un mensaje es transmitido con errores con probabilidad 0,1. Emitimos de forma independiente 10
mensajes. Calcula la probabilidad de que al menos alguno de los 10 mensajes haya sido transmitido con

CIrores.

(Sol.: Sea X'=n.° de mensajes transmitidos con error. B(10;0,1), P[X>1]=1-P[ X <1]=1-P[X=0]=

0,6125)

54.- Si el 20 % de las piezas producidas por una maquina son defectuosas, .cual es la probabilidad de que,

entre cuatro piezas elegidas al azar, a lo sumo 2 sean defectuosas?
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(Sol.: X = numero de piezas defectuosas; p = 0,2 ; B(4;0,2); P[X<2]=P[X=0]+P[X=1]+P[X=2]=
0,9728)

55.- De una urna con 4 bolas blancas y 3 negras se extraen sucesivamente 3 bolas, que se vuelven a
introducir en ella después de cada extraccion. Dada la variable aleatoria n® de bolas blancas extraidas, hallar

la media y la desviacion tipica.

(Sol.: X =n°de bolas blancas, binomial B(3, 4/7); E(x)=u=n.p=3.4/7=1,71;

o=,n.p.q=43.4/7.3/7= 0,86)

56.- La probabilidad de que un avion llegue con retraso a cierto aeropuerto es de 0,012. ;Qué pronedio de
aviones llegara tarde al aeropuerto si en ¢él aterrizan diariamente 1250 aviones? Halla la desviacion tipica del
numero de aviones que llegaran tarde. (Sol.: E(x) = u = 15; o = 3,85)

57.- En una bolsa en la que hay numerosas bolas de distintos colores, el 25% son rojas. ;Qué probabilidad
hay de que al extraer una bola esta sea roja?. Si se extraen sucesivamente 4 bolas, devolviéndolas a la bolsa
después de cada extraccion, y se define la variable aleatoria X = n° de bolas rojas obtenidas,calcula E(x) = u
y 0. (Sol.: P[ roja] =0,25; Ex)=u=1; ¢ =0,87, P[X=2]=0,2109)

58. PAU Un tratamiento contra el cancer produce mejoria en el 80 % de los enfermos a los que se les aplica.
Se suministra a 5 enfermos. Se pide:

1) Calcula la probabilidad de que los 5 pacientes mejoren.

i1) Calcula la probabilidad de que, al menos, tres no experimenten mejoria.

ii1) ;Cuantos pacientes se espera que mejoren?

X = «n.° enfermos que experimentan mejoria», X variable binomial B(5;0,8)

n = «n.° pacientes a los que se les suministra el tratamiento.

P = «probabilidad de mejorian. Sip=08=>q=1-p=1-0,8=0,2

i) P(X=5)= (g) (0,8 . (0.2)° =0,3277

i1) P(al menos tres no mejoren) = P(1 0 2 mejoren) = P(X<3)=PX=0)+ P(X=1)+ P(X=2)=
= ((5)) (0,8)° . (0,2)° + (i) 0,8)'. (0.2) + (g) (0,8). (0,2)° = 0,0579

i) E[X]=p=n-p=>5-0,8 =4 pacientes)

59.- PAU Un alumno hace un examen tipo test que consta de 4 preguntas. Cada una de las preguntas tiene
tres posibles respuestas, de las cuales solo una es correcta. Si un alumno aprueba contestando correctamente
a dos o mas preguntas, obtener de forma razonada la probabilidad de que apruebe

si responde al azar a cada una de las preguntas.

(Sol.: X=n.° de preguntas contestadas correctamente. p = probabilidad de contestar correctamente p = 1/3

qg=1-1/3=2/3 n =n.° de preguntas del examen = 4. X variable B(4, 1/3)
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P(aprobar) = P(X>2) = 1 - P(X<2)=1 - P(P(X=0)+P(X = 1))=0,4 P(X=0)= (g) (1)0 (3)4 _

16/81

roc- = (4) ()} @) -0

60.- PAU Si el 20 % de las tartas elaboradas en una fabrica tienen trazas de nueces, ¢,cual es la probabilidad de que,

entre 4 tartas elegidas al azar, a lo sumo 2 contengan trazas de nueces?

(Sol.: X = numero de tartas con trazas de nueces
p = probabilidad de tarta con trazas de nueces = 0,2

n = numero de tartas elegidas = 4

X variable B(4; 0,2)
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)= (g) (0,2)°(0,8)* + (‘1‘) (0,2)1(0,8)3+ (3) (0,2)2(0,8)% = 0,9728)

61.- En un laboratorio de andlisis clinicos saben que el 98 % de las pruebas de diabetes que realizan resulta
negativo. Si han recibido 10 muestras para analizar:
a) Determina la probabilidad de que haya 2 personas a las que la prueba les dé positivo

b) ;Cuadl es la probabilidad de que la prueba resulte positiva a mas de 1 persona? (Sol.: X B(10, 0,02);

a)P[X=2]= (120) (0,02)2(0,98)%=0,01531; b) P[X > 1]=1-P[X < 1] =1 — (P[X = 0] + P[X = 1]) = 0,0162)

TEORIA: Funcién de probabilidad o densidad de variable aleatoria continua. Funcién de distribucién.
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TEORIA: Distribuicones de probabilidad continua: Normal

Ejercicios
62.- Ejemplo: Si X es una variable N(0,1). Calcular:
a)P[X<1,3]=0,9032

P(z <13)

1.3

b) P[X>1,6]=1-P[X<1,6]=1-0,9452=0,048

0] Pz 10)

16

) P[1,4<X<1,6]=P[X<1,6]—P[X<1,4]=0,9452—-0,9192 = 0,026
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Tomemos a=1,4y b=1,6:
) P(l4 £ 2 £ 1.6)
P(1,4< X <1,6) = 6(1,6)=¢(1,4) = 0,9452—0, 9192

=[0,026 ;
14 16

d) P[X<-1,3]=1-P[X<1,3] =1-0,9032 = 0,0968

e)P[-1,3<X<1,6]=P[X<1,6]-P[X<-1,3]=P[X<1,6]-(1-P[X<1,3])=0,9452-(1-0,9032)=
=0,9452 -0,0968 = 0,8484

f)P[ Z>-1,73] =P[Z <£1,73] =0,9582

g)P[-1,77<Z2<-0,65]=P(0,65<72<1,77]=P[2<1,77] -P[2<0,65] =0,9616 —0,7422 = 0,2194
63.- Utiliza la tabla de la normal tipificada para calcular las probabilidades.

a)P[Z<1] b)P[Z<2,46] c)P[z=1] d)P[Zz<-1] €)P[0,5<Z<1,5] f)P[-1,27<Z<1,66]

| (Sol.: a)0,8413; b) 0,9931: ¢) 0,1587; d)0,1587; e) 0,2417); f) 0,8495)

64.- En la distribucién normal N(0, 1), calcula el valor de k en los siguientes casos:

a)P[Z<k]=0,7673 b)P[Z<k]=0,9761 c)P[Z>k]=0,1075 d)P[Z k] = 0,0045

| (Sol.:a)k=0,73; b) k= 1,98; c) k= 1,24 ; d) k = 2,61)

Tipificacion de la variable

65- Ciertos estudios demuestran que el consumo de gasolina de los coches es una variable normal con media 7 litros
a los 100 kildbmetros y una desviacion tipica 1. ;Qué porcentaje de coches consumen entre 6 y 8 litros cada 100

kildmetros? Calcula el consumo C si se sabe que el 30% de los coches tienen un consumo superior a C.

(Sol.: X=consumo de gasolina es N(7, 1), tipificamos a Z normal N(0,1) y hallamos la probabilidad pedida:
P(65258)=P($52s8;—7) =P(1£Z<1)= PZ<1)—(1-PZ<1)=2P(Z<1)-1=0,6826

Hay un 68,26 % de coches que consumen entre 6 y 8 litros.

P(X>C)=0,3; tipificando a Z normal N(0,1) :

P(X>C)=P(Z>$) =1- P(Z<¥) =0,3;P(Z<C-7)=0,7;, C-7=0,52; C=7,52litros de consumo por 100
kilébmetros)

66.- PAU Un estudio de un fabricante de televisores indica que la duracién media de un televisor es de 10 afios, con
una desviacion tipica de 0,7 afios. Suponiendo que la duracion media de los televisores sigue una distribucién normal:

a) Calcula la probabilidad de que un televisor dure mas de 9 afios.

b) Calcula la probabilidad de que un televisor dure entre 9y 11 afios.

(Sol.: a) X = Duracién media de los televisores X ~ N(10;0,7)

P(X > 9) =1 P(X < 9) = Tipificar = 1 = P( Z < 9;;0

)=1-P@Z<-1,42)=1-(1-P(Z < 1,42)) = 0,9222

b) P(9 < X < 11) = Tipificar = P(% <Z< %) = P(1,42 < Z < 1,42) = P(Z < 1,42) — (1 — P(z <1,42)) = 0,8444)
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67.- PAU Una persona que desea encontrar trabajo se presenta a dos entrevistas en las empresas Ay B. En
la entrevista de la empresa A obtiene una puntuacién de 9, con una media de puntuacion de 7 para la
totalidad de los candidatos y una varianza de 4. En la entrevista de la empresa B obtiene una

puntuacién de 8, con una media de puntuacion de 6 para la totalidad de los candidatos y una desviacién
tipica de 1,5. ¢En qué entrevista ha obtenido esa persona una mejor puntuacién relativa?

(Solucién: Por los datos del problema, se supone que la variable «puntuacién de los candidatos» se
distribuye normalmente en ambas empresas.
X variable N(7, 4) = N(7,2) ; Y variable N(6;1,5)

Para contestar en qué caso ha obtenido mejor puntuaciéon, vemos en qué caso hay mayor probabilidad
debajo del valor correspondiente.
P(X < 9) = Tipificar = P( Z < 9;—7) =P(Z < 1)=0,8413

P(Y < 8) = Tipificar = P(Z < %) = P(Z < 1,33) = 0,9082

En la empresa A, esta situado sobre un 84,13% de los candidatos. En la empresa B, esta situado sobre un 90,82 % de
los candidatos. Luego estd mejor situado en la empresa B.)

68.- PAU En un examen, al que se presentaron 2 000 estudiantes, las puntuaciones se distribuyeron
normalmente, con media 72 y desviacion tipica 9. ¢ Cuantos estudiantes obtuvieron una puntuacién entre

60 y 80?

60—72 80—72
<Z<

(Sol.: X variable normal N(72; 9) P(60 < X < 80) = Tipificar= P( 5 5

) =0,8106 — 1 +0,9082 = 0,7188

La probabilidad de que un estudiante obtenga entre 60 y 80 puntos es 0,7188. Esto quiere decir que, entre los 2 000
estudiantes: 2000 - 0,7188 = 1437,6 = 1438 estudiantes obtienen una puntuacion entre 60 y 80.

69.- PAU Cierto tipo de bateria dura un promedio de tres afos, con una desviacion tipica de 0,5 afios.
Suponiendo que la duracién de las baterias es una variable normal. {Que porcentajes de las baterias se
espera que duren entre 2 y 4 afios?

(Sol.: X =duracion de cierto tipo de bateria. N(3; 0,5) P[ 2 < X < 4] = Tipificamos = P|[ % <Z< %] =
=P[-2<Z<2]=P(Z<2)-P(Z<-2)=P(Z<2)-(1-P(Z<2))=2.P(@Z<2)—1=2.0,9772 -1 = 0,9544

El 95% de las baterias duran entre 2 y 4 afios.)
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