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Unidad 1. Limites. Continuidad.
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Esquema de repaso:

(Deﬁnicién de funcién. Dominio. Recorrido\

Una funcioén real de variable real (f:D € R — R)

es una correspondencia que asocia a cada valor de
un subconjunto de R (Illamado dominio) un unico

valor de otro subconjunto de R (llamado conjunto
imagen o recorrido) f:R—R

x vy =f(x)

La primera magnitud x es la variable independiente y
la segunda “y” la variable dependiente.

Dominio f= Dom(f) = D = {conjunto de valores de
x para los que esta definida la funcion}

2. Funciones elementales.

Lineales Cuadraticas Polindmicas

X, X2, X3, ...

Logaritmica Trigonométricas (sen(x), cos(x), ...=

Recorrido f = Rec (f) = {conjunto de valores reales
Wn imagen de los valores del dominio} /

ﬁominio de funciones elementales

Funciones Dominios
Polinémicas (P(x))
Exponenciales (2*) R

Sen(x), Cos(x)

Racionales P(x)/Q(x) R-{raices de Q(x)}
Logaritmos loga(Q(x)) gs’&l)d lir (l)a fnecuacion

6. Idea intuitiva de limite. Limites laterales.
Un niimero real, L, es el limite de una funcion, f, en
el punto “a” si al tomar valores de x suficientemente
préximos a “a ”(distintos de a) , sus imagenes, f(x),
estan tan proximas a L como queramos. Se designa
por: lim f(x) = L.

xXx—a
Limites laterales. Podemos aproximarnos a un valor
“a” por la izq, con valores menores que €l, o por la

Izq hm _f(x) ; Dcha 11m f(x) Para que exista el

llmlte arnbos limites han de comc1d1r

derecha, con valores mayores.

............

X

4. Calculo del recorrido.

-

Recorrido f= Dominio de la inversa de f = Dom f*!

Para calcular la inversa f*!

(Y}

Dada y=f(x), escribir x=f(y) y despejar “y”.

5. Funciones definidas a trozos. Valor absoluto.

/.

[f(x)| se representa resolviendo f(x)=0 y expresando
como una funcioén a trozos de intervalos con valor
f(x) cuando es f(x)>0 y -f(x) cuando (x)<O0.

Son funciones divididas en
varios intervalos. Hay que
saber representarlas. En

particular las funcion [f(x)|

2 o
F(x):x SI.X<Z
4 six>2

7. Propiedades de los limites.

L. lim (f(x)+g(x))=lim f(x)+lim g(x)

2. lim f(x)-g(x)=lim f(x)-lim g(x)

3. lim k-g(x)=k-lim g(x)

4. Si lim g(x)>0, lim f(x)/g (x)=lim f(x)/lim g(x)
5. Si g(x) es potencial, exponencial, logaritmica o
trigonométrica = lim g(f(x))=g(limf(x))

6. lim f(x)&™ = lim f(x)"m &)
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8. Calculo de limites cuando x>0

lim,_,, f(x)=c#o

Se dice que hay una asintota horizontal en y=c.

Si flxy= L)

O(x)

con P y Q polinomios

(1) Si Grado P > Grado Q = Tiende a + o0. Para saber el signo
sustituir por un nimero grande para ver el signo.

(2) Si Grado P < Grado Q - Tiende a 0.

(3) Si Grado P = Grado Q - Tiende al cociente de los nimeros

que acompaian a los monomios de mayor grado.
https://youtu.be/icZDdgfHAUo

Si f(x) )

con g y h funciones

- Si g(x) crece mas rapido que h(x) tiende a « y si es al revés
tiende a 0.
-Orden de crecimiento de algunas funciones:

X

1 1
log) *¥x=x> afx=x2 rx~x’ 2x’ ~2" 27

2

-Resolver la expresion si se puede ( Ej: lim —2x)

x+3
-Si es la diferencia de dos funciones, dependera del orden de
cada una.
-Si hay raices y los grados son los mismos multiplicar por el

conjugado numerador y denominador (Ej: lim___~x* —x —x)-
https://youtu.be/XSfIUKZbvpE

a”,cona#l

-Si a>1 tiende a oo y si 0<a<l] tiende a 0.

100 ) 1 X
-Resolverlo usando que lim__|1+—| =e.
X
A(x) im A (x M-
Iim(f(X)] - e =M )[gtx) '
X2 g(x)
https://youtu.be/39Q1ZwI9cFY
0 -Resolver para convertirlo en otro tipo de indeterminacion.
J: lim i)
T xi 4l x4+

9. Calculo de limites cuando x> -

Usar que HIIIX_HO f(x) = limx_mo f(—x)

https://youtu.be/bQVo028zy27k
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ﬁ.Célculo de limites cuando x—>a

E,con k+0
0

-Hay que estudiar los limites laterales para ver si salen + 6 — infinito.
Izqg> lim _ _ f(x)=400 ; Dcha>lim . f(x)=+w
-Hay una asintota vertical en x=a. https://youtu.be/yoAPeT7_mq8

oo

-Descomponer numerador y denominador para simplificar.
https://youtu.be/UtB_d6ZS_wg

-Si aparecen raices, multiplicar arriba y abajo por el conjugado.
https://youtu.be/OM6wB158 APQ

-Operar con la funcidn para cambiar de indeterminacion. (Ej:
2x7 X
x—=3 x’-9

lim_,

Asintotas oblicua en y=mx+n, si lim f(x) = too, m=lim
X—00 X—00

-Resolver usando el numero “e”. /

11. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

Asintotas verticales. Los candidatos son los puntos que no estan en el dominio y los extremos.
A.Vertical en x=a si lim f(x) = % (habra que estudiar signo por izq y dcha).
xX—a

Asintotas horizontales. A.Horizontal en y=b si lim f(x) =b ; lim f(x) =b
X—> 00 X——00

f(x)

—,n=lim f(x) —mx
X X— 00

Q:)osicic’m de f(x) respecto de la asintota se averigua mirando el signo de f(x) — (mx + n) para valores grandes dey

\3-limx—>a‘f(x) = f(a)

(2. Definicion de funcion continua en un punto. \ 14. Tipos de discontinuidad.

Se dice que una funcién f(x) es continua en un - Discontinuidad evitable. No existe f(a) 0
punto x=a si y solo si se cumplen estas 3 existe pero no coincide con el limite.(Falla 1
condiciones: o Falla 3)
1.3f(a) ;sple)clisec(();;ll?au;)lad de salto o de 1
2.3 lim, 4 =lim,_, = lim,_, NP .

Mma=f () = Uiy g f(2) = limaf (%) e Salto finito: no coinciden los laterales y

/ son finitos.

13. Definicion de funcion continua en intervalo.

e salto infinito: algin limite lateral es
infinito.
- Discontinuidad esencial o de 2 especie.

- f(x) es continua en (a,b) si lo es en todos sus Cuando no existe algun limite lateral

puntos.

- f(x) es continua en [a,b] si es continua en (a,b) y es

continua por la dcha en

y por la izq en “b”.
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@ontinuidad de funciones elementales \ 16. Propiedades de continuidad.

Funciones Continuidad Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en
. el punto x = a, por las propiedades de los
Polinomicas (P(x)) limites también son continuas en x = a las
Exponenciales (2*) Continua en R funciones:
Sen(x), Cos(x) 1. f(x) + g(x)
Racionales P(x)/Q(x) Continua en 2. f(x) - g(x);
R-{raices de Q(x)} 3. k- f(x)
Radicales 1/ Q(x) Continuaen Q(x) = 0
T omarit 4. (£(x))8™) si f(a)>0
garitmos .
Continuaen Q(x) >0 .
loga(Q(x)) 5. f(x)/g(x) si g(a)=0
Continua salvo . .
Tag(x) en g + kn / G(X)) si g(x) es continua en f(a) j
17. Teorema de Bolzano. \

Si f(x) es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y f(a) tiene distinto signo que f(b) (f(a) . f(b)
< 0), entonces existe al menos un punto ce(a, b) tal que f(c) = 0 (es decir, donde corta al eje OX).

\_

18. Propiedad de los valores intermedios (Teorema de Darboux).

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y n es cualquier nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe al
menos un numero k&€(a,b) tal que f(c) = k o) 1

k &
f(a) 1

19. Teorema de la acotacion o de los extremos absolutos de Weierstrass.

Si f(x) es continua en [a, b], entonces alcanza un maximo y un minimo absoluto en [a,b] (y por tanto esta
acotada). Es decir, que hay al menos dos puntos x|, x2 pertenecientes a [a,b] donde f(x) alcanza valores

extremos absolutos: f(x1) < f(x) < f(x2) si x €[a,b] Maximo

N

Minimo
° ' v

b
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Problemas propuestos de la vida real

1. Queremos vallar un campo de futbol rectangular de 400 m2. En dos de los lados paralelos usaremos un
material de 200€/m lineal. En los otros dos lados paralelos usaremos un material de 100€/m. Obtén una
funcion que describa el coste total de la valla en funcion de uno de los lados. ;Cual es el dominio de esa
funcion?.

2. Tenemos el siguiente mapa con cuatro puntos A, B, C y D. Queremos llevar un cable eléctrico desde D hasta
A pasando por C. Entre A y B hay 1 km de distancia y entre B y D hay 6 km de distancia. El coste de llevar
este cable es de 200€/m entre C y D y de 300€/m entre A y C. Obtén una funcion que exprese el coste de la
instalacion desde D hasta A en funcion de x. ;Cudl es el dominio de la funcion?

B ///. Miojadas C D
Navalllor
dePela

% = H

nala Orellana

3.En una empresa en funcion del dinero en millones de euros que invierten pueden calcular el coste que van

., . ., x2-10x+16 .. ,
a tener en la fabricacion de un producto mediante la funcion C(x)=m . Calcula el dominio. ;Qué coste

tendran si la inversion fuera de 2 millones de euros?.

4. Queremos cercar tres lados de una parcela rectangular con 400 metros de alambre. Expresa el area A de la
parcela en funcion del lado pequeiio del rectangulo y calcula el dominio de dicha funcién.

300x+120

3,5x+40
representa los afios que ha pasado desde 2018 cuando se montd el negocio. Averigua a largo plazo que
porcentaje de los monopatines de la ciudad estaran en alquiler.

5.El porcentaje de monopatines en alquiler en una ciudad viene dado por la funcidén P(x)= , donde x

6.Una linea de tren transporta 2000 pasajeros con un coste de billete de 10€. Segun un estudio de la empresa
por cada 2€ de aumento en el precio del billete se perderan 100 pasajeros. Mediante una funcion expresa el
nimero de pasajeros mensuales dependiendo del precio del billete y calcula el dominio teniendo en cuenta
que el niimero de pasajeros debe ser mayor o igual a 0 y el precio del billete mayor o igual a 10€.

7.Una empresa que fabrica microondas tiene unos gastos fijos mensuales de 150000€ y un coste de 75€ por
cada unidad de microondas que fabrica.
a) Calcula la funcion que representa los costes mensuales de la empresa.
b) Calcula la funcién de costes medios mensuales y calcula el coste medio de fabricar 10000 microondas.
c) Calcula la asintota horizontal de costes medios e interpreta su valor.
8. Una determinada bacteria se reproduce cada minuto. El n° de bacterias medidos en millones viene dado

t
por C(t)= 2 , donde t representa el nimero de minutos que han pasado. ;Puedes indicar si el nimero de
t+1 6

bacterias tiende a estabilizarse con el tiempo y cudntas habra?.
9. La distancia entre Hellin y Albacete es de 70 km. Queremos ir y volver en coche. La velocidad media del

viaje de ida es de x km/h y la velocidad media de vuelta es de 20 km/h por encima de la velocidad de ida.
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Encuentra la funcion que representa el tiempo total tardado en funcion de la velocidad media de ida x.
Estudia sus asintotas verticales e interpreta su significado.
10. El n° de personas infectadas por Covid en un determinado pais en funcion del tiempo viene dada por

-]

a-e3t t<?2
VE+7—=Vt+2 t=>2

pandemia. Determina el valor de “a” para que la funcién se continua en t=2 y calcula el nimero de personas

donde “a” es una constante y t el tiempo en afos desde el inicio de la

infectadas cuando el tiempo tiende a infinito.

11. En un pueblo con 3000 habitantes una persona se ha contagiado de un virus. Suponiendo que la

3000

ropagacion modelar con la funciéon P(t) = —————
propagacion se puede modelar co uncion P(t) T 1000.0=05¢ °

con t > 0.a) Calcula el n° de contagiados

a los 5 dias, b) ¢ En cuantos dias se contagiaran el 30% o mas?, c) ;Qué pasara a largo plazo?.
12. La siguiente grafica nos muestra como nos hemos bebido 3 garrafas de 5 litros de agua en los ultimos 11
dias. Obtén la funcion a trozos que representa dicha grafica. Ademas estudia los limites laterales y la

continuidad de la funcidn.

., x3-x2%-3 ., .
13. Tenemos una funciéon G(x) =—,—7 que representa los gastos de una empresa en funcion del tiempo en

afios. Demuestra que el gasto va a ser nulo en algin momento entre el primer y el tercer afio.

14. La altura de una particula en movimiento viene dada por la funcion M(x)= x’ + x + 2. Demuestra que esa
particula alcanza una altura nula en algin momento en el intervalo [-2, 2].

15. Tenemos una nave espacial que describe una trayectoria dada por la funcién f (x) = In(x) y un cohete que
se mueve con trayectoria g (x)=e™ . Demuestra que la nave espacial y el cohete se encontraran en algan punto.
16. Bolzano/Darboux. El beneficio de una empresa en millones de euros viene dado por la funcion
B(x)=sen(x)+2x. Demuestra que en alglin momento se va a llegar a obtener un beneficio de 1 millén de euros.

t? t<?2

17. Weistrass. El movimiento de un péjaro durante 5 minutos viene dado por la funcion f(t)Z{t 12 t>02

Demuestra que dicho movimiento esta acotado entre dos valores en el intervalo de tiempo [0,5] y calcula

cuales son dichos valores.
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Ejercicios EvAU
Junio 2022/23
2. a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano.
b) [1 punto] Sea la funcién f(x) = x3 + 6x2 + 3x — 10. Utiliza el teorema de Bolzano para justificar que esta funcion
tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].
¢) [1 punto] ;Podria f(x) tener mas de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta.
6. a) [1 punto] Calcula el siguiente limite:
O Sx+ 1\
lim ( )
x->+0 \  5x
Modelos propuestos Curso 2022/23
4. a) [1 punto] Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza el teorema para demostrar que la funcion
1) 26 — 8x—3
X) = ——
X+ 2
corta al eje de abscisas al menos una vez.
6. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite
41
» (X + 1 ) X
lim
X— 400 X
7. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite:
3In(x)
lim .
x—=400 1 4 x3
4. a) [1 punto] Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcién
1) 2¢¥ —8x—3
X) = ———
X2+ 2
corta al eje de abscisas al menos una vez.
Junio 2021/22

2. b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite:

lim (X+1) ¥

X—>-+o00
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Julio 2021/22

6. b) [1 punto] Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcion

f(x) = (2¢* —8x—3) / (* +2)

corta al eje de abscisas al menos una vez.

Junio 2020/21

7. b) [1,5 puntos] Dada la funcién

2-2 si z<1

f(z) = z;_;; si 1<z2<3 .
2e* si >3

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no lo
sea indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

Julio 2020/21

5. b) [1,5 puntos] Dada la funcién

e* si <0
1
f(z) = si 0<z<2 ,
r—1
T si z>2

estudia su continuidad en z = 0 y en z = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

Junio 2019/20
3. Dada la funcién

4 3 . 9
79 s1 <
cos(mz si 2<z<3

fla) =4 sre
In(z - 2) si >3
3—=x

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los
puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

Julio 2019/20

3. b) [1,5 puntos] Dada la funcién

2(==1) si <1
f(x)=¢ z-2 si 1l<z<2 |
In(z-1) si z>2

donde In es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de la funcién f(z)enz = 1y en z = 2,
y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.
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Julio 2018/19
. - y 2¢° —a® -z .
1A. a) Estudia la continuidad cn todo R dec la funcién f(z) = 5 indicando los tipos dc
w —
discontinuidad que aparecen. (1,5 puntos)

Junio 2017/18

1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la grafica de la funcién
f(z) = 2" + 2+ 1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1,1]. (1,5 puntos)

Otros ejercicios propuestos:
Septiembre 2016/17

2A. a) Determina el valor de k € R para que la siguiente funcién sea continua en z = 0.

(x+1>1/$ siz <0
2c+ 1

flz) = (1,5 puntos)
6z + k siz>0

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si la ecuacién cos z = 2 — z tiene alguna solucién real en
el intervalo [0,27]. (1 punto)

Asintotas

Junio 2014 1B Calcula el dominio y las asintotas de las siguientes funciones

2X —X x3

g(x) = X2 — 4xX+4

="

(Sol.: a) D(f)=R*-{2} AHy=-1 ;b)D(g) =R—{2} AOy=x+4; AV x = 2)

Septiembre 2014 1B Para la funcidon f(x) = Vx2 + x + 1

b) Estudia si tiene asintotas oblicuas cuando x >+oo (Sol.: y = x + %)

2
Junio 2011 1A. Dada la funcioén f(x) = “Zﬂ, se pide:
X

a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f(x) . (Sol.: AVx=0,A0y =2x+3/2)

Sept. 2009. Se sabe que la recta y =9 es una asintota horizontal de la funcién

2
f(x) = ’2( . Calcula el valor del parametro a <R. Estudia si dicho valor del parametro tiene asintotas verticales u
ax< -4

oblicuas. (Sol.: a=1/9; AV x = 6, x =-6; AO no tiene)
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Limites

Junio 2016 1B Calcula razonadamente los siguientes limites:

x343x2-4

a) lim———
) x3+5x2+8x+4

xX—>=2

(Sol.: 4)

Reserva 2012 1B a) Calcula para qué valores del parametro a € R se verifica la igualdad:

b) Calcula el limite xlirrl Vx(Vx+1—-+vx—1) (Sol.: 1)

Reserva Junio 2011 1B. Calcula los limites: a) Iim
x—>1"

[2x+1J%(—1

X+2

3 2
Junio 2008. a) jim X =3 7X

(Sol.: -7)
x—0 X< —-X
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Esquema de repaso:

2. Interpretacion geométrica de la derivada.

(. Definicion de derivada.

Llamaremos derivada de f(x) en x=a al limite

f) = f(@) _
x—a

f (@)= lim

Si ese limite no existiera, entonces f(x) no seria

Qerivable en x=a.

\ La derivada de f(x) en el punto x = a coincide con la
pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en
el punto x = a, es decir, m=f"(a).

fla+h) - f(a) Ecuacion de la recta tangente a f(x) en x=a.
m

y-f(a) = f'(a) (x-a)
Ecuacion de la recta normal a f(x) en x=a.

li

h—0 h

y-f(a) = %(x-a) Interpretacion fisica:

J vi(a)=lim VM[t,a] = lim elh-e@) _ e’(t)
\ t-a t—a t-a /
Reglas para el calculo de derivadas:
Funcion simple Funcion compuesta (varias funciones) Operaciones con la derivada
f(x)=K f'(x)=0 DERIVADA DE LA SUMA:

D(f(x) +g(x)) = f'(x) + g'(x)

g(x) = ()" | g'09=n (f(x))"f"(x)

= ¢ ) i F1(x) PRODUCTO DE  UN
f(x) =X )= = (x) = f(x '(x)= ' NUMERO POR UNA
2x i 8% 2\':(()()) FUNCION:
1 '(x D(k f(x)) = k-f'(x)

i) = N0 | = |80 =¥ | g=1g 0™ PRODUCTO DE
FUNCIONES:

fx)=ex | f(x)=ex g(x) = eft g'(x)= ef®) £(x) (f(x) - g(x))” =f'(x)-g(x) +
f(x) g"(x)

f(x)=ax f'(x)=a*Ina g(x) = af® g'(x)= af® 1Ina £"(x) COCIENTE DE
FUNCIONES :

1 £00 | £/00 » (0 = f(x) + (%)

f(X)= Inx f'(X)= ; g(X) =In f(X) g!(x)= mf (X) D|:g(x):| [g(x)]z

f(x)=1 1 = log, 1 ' REGLA DE LA CADENA

aix) % e ()= 3 logze fg((;)) o8 g09= 7 log.ef"() I | (cOMPOSICION DE
FUNCIONES):

f(x) =sen x | f'(x)= cos x g(x) =sen f(x) | g'(x)= cos f(x) £'(x) D(g(f(x)) = g,é(x)),f,(x)

f(x) = cos x | f'(x)= - senx g(x) = cos f(x) | g'(x)=-sen f(x) - £"(x)

fi(x)= 1+ te?x=
f(x) = tgx 1 g =tgf(x) | g'(x)= (1+tg>) f'(x)
SeC’x = cos” x

oo 1 _ o ()= f7(x)

(x)=arcsenx | f1(x)= P g(x)=arcsenf(x) g NETTE

f(x)=arccosx | iy )= ! g(x)=arccosf(x) '(x)= S

= iy’ 8™ iy’
f(x)= arctex | p ! (x) = arctgf X
arctgx | f'(x)= 14 %2 & arctgf(x) | g1(x)= 1+ 12(x)
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3. Derivadas laterales.

Llamaremos derivada por la izq de f(x) en x=a

fla+h) —f(a)

flam) = hlgrol- h
Llamaremos derivada por la dcha de f(x) en x=a
_ fla+h)—f(a)
(At —
fla®) = hli>rr()1+ h

Para que exista f'(a), las derivadas laterales deben
existir y tener el mismo valor. Si no es asi, si
existen y son distintas se dice que la funcion
presenta en x=a un punto anguloso. Si existen
pero son infinitas se dice que es un punto de
tangente vertical.

5. Crecimiento y decrecimiento.
f(x) es estrictamente creciente = f'(x)>0
f(x) es estrictamente decreciente =2 f(x)<0

Los valores en que f'(x)=0 son candidatos a
maximos y minimos relativos.

Para estudiar el crecimiento de una funcion f(x):

1. Analizamos la continuidad de f(x)

2. Calculamos f"(x)=0 para obtener candidatos a
maximos o minimos relativos.

3. Estudiamos el signo de f'(x) con una tabla de
Qervalos en la que incluimos esos candidatos./
é Teorema de Rolle.

\
Sea f(x) una funcién continua en [a,b], derivable en
(a,b) y que verifica que f(a) = f(b) entonces existe, al
menos, un punto ce(a,b) tal que f'(c) = 0.
Interpretacion: Existe al menos un punto cuya recta
tangente tiene pendiente 0 y por tanto es paralela al

J

Q’e OX.

10. Problemas de optimizacion

~

(por lo tanto, las funciones que no son continuas no
son derivables).

{Relaci()n continuidad y derivabilidad.

f(x) derivable en x=a = f(x) es continua en x=a

Al revés no es cierto, se pueden encontrar funciones

continuas que no son derivables.

Q.f?mplo: f(x):|x|:{_x; x<0

x, x=0
6. Curvatura de una funcion.

Si f(x) es una funcion que tiene f"’(x), entonces:
f'(x)>0 = f(x) es concava () (concava hacia abajo)
f'(x)<0 = f(x) es convexa (M) (concava hacia arriba)

Los valores en que f"'(x)=0 son candidatos a
Puntos de Inflexion.

Para estudiar la curvatura de una funcion f(x):

1. Analizamos la continuidad de f(x)

2. Calculamos f""(x)=0 para obtener candidatos a
puntos de inflexion.

3. Estudiamos el signo de f'(x) con una tabla de

intervalos en la que incluimos esos candidatos/

~

G. Teorema del valor medio de Lagrange
Si f(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b),
entonces existe, al menos, un punto ce(a,b) tal que

. fb) - f(a)

Fe ===
Interpretacion: Existe un punto cuya tangente a f(x)
Cparalela a la de la recta que une (a,f(a)) y (b,f(b))./
GRegla de L Hopital. \

Sean f(x) y g(x) funciones continuas y derivables en
un entorno del punto x = a. Entonces,
fx) _ 0 f )

im =— im—
wag(x) 0 i-ag'(x)

o J
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Problemas propuestos de la vida real

1. Interpretacion fisica de la derivada. Un candn dispara una pelota hacia arriba. La altura de la pelota viene
dada por la funcion e(t)= -8t>+24t+80, t = 0. Calcula la velocidad instantinea de la pelota a los 2 segundos
de lanzarla y la velocidad instantanea cuando cae al suelo.

2.Interpretacion de la derivada aplicada al estudio de costes. El coste de fabricar “x” chips viene dado por
la funcion C(x)=0,03x>+2x+100, x = 0.
a) Calcula la tasa de variacion media de coste entre fabricar 100 y 200 chips.

b) Calcula el coste marginal (coste instantaneo) de fabricar 100 chips.

C(xz)—C(x1)
X2—X1
marginal nos indica el coste de fabricar una unidad mas de las que estamos fabricando.

Nota: Tasa de variacion media de coste de x; y x2 es TVM= y el coste marginal es C’(x). El coste

3.Derivada e interpretacion. El nimero en miles de habitantes de un pueblo interior viene modelizado por
la funcién N(t)=4e~%3t*, donde t es el tiempo en afios y t=0 corresponde al afio 2010.

a) Calcula el n° de habitantes que habia en el afio 2010 y en el afio 2012.
b) Calcula N'(2) y N'(4) e interpreta que quieren decir esos dos valores.

¢) (Qué se puede decir sobre lo que va a pasar con la poblacidon de este pueblo a largo plazo?. Justifica la
respuesta.

4.Derivada e interpretacion. Supongamos que el nivel del mar (en metros) de una zona costera se puede
modelizar por la funcién A(t)=4,5 + 1,2 - cos (g t), siendo t las horas empezando desde medianoche. Calcula

A’(5) e interpreta el valor obtenido.

5. Continuidad y derivabilidad.

Una empresa de formula 1 estd disefiando una pista para el proximo campeonato del mundo. Quiere disefiar
una curva parabolica que acabe en una recta. La funcidén que describe la forma de la pista viene dada por:

_(—2x?4+ax+14 x <2
f(x)—{ —8x+b x> 2

Determina los valores “a” v “b” para que la funcidn sea continua y derivable.
y

6. Limites. Interpretacion de la derivada. La propagacién de un rumor se puede modelar por la funcion

R(t)Z%, donde R(t) es el porcentaje de gente que conoce el rumor en t meses.

a) Calcula como va a evolucionar el porcentaje de gente que conoce el rumor cuando pase mucho tiempo e
interpreta el resultado.

b) Determina la tasa de propagacion del rumor y determina cuanto valdrd mes 1 y el mes 3. ;Qué tendencia le
ves a la propagacion del rumor?.

7.Interpretacion fisica de la derivada. El movimiento de una nave respecto al tiempo (medido en dias) a lo
largo de un eje de coordenadas viene dado por la funcion p(t)=4sen(t)-2t con 0 < t < 2m. ;En qué instante

estd la nave esta en reposo?.
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8.Recta tangente a una funciéon. En un videojuego de guerra, un tanque describe una

trayectoria en forma de elipse ecuacion 9x2+16y*=73. El tanque realiza disparos a lo largo /

4

de las rectas tangentes a su trayectoria. Si el tanque hace un disparo cuando esta situado \

en el punto P(1,2), ;en qué coordenadas del eje Y impactara?.

9. Optimizacion. Los semanales de fabricas “x” consolas PS5 viene dado por la funcion C(x)=30 + 4x -
20In(x) (en miles de euros). Por cuestiones laborales solo se pueden fabricar entre 3000 y 10000 unidades
cada semana. Determina cudntas consolas se deben fabricar semanalmente para minimizar los costes.

€,

10. Optimizacion. Los ingresos en miles de euros por la venta de “x” unidades de un cierto producto vienen

dados por la funcién I(x)= 3%. Los gastos de fabricar “x” unidades vienen dados por la funcion G(x)=3x+63.

Determina que nimero de unidades maximiza el beneficio y cudl es este.

11. Optimizacién. Queremos vallar un terreno rectangular de 1000 m? con dos tipos de materiales. En dos
de los lados paralelos queremos usar un material de 300 €/m lineal y en los otros dos lados paralelos un
material de 160 €/m lineal. Determina las dimensiones de la parcela para hacer que el coste sea minimo.

12. Optimizacion. Determina las dimensiones que debe tener una lata cilindrica de 1 litro de tomate para que
se pueda construir con la cantidad minima de metal.

13. Optimizacion. El Corte Inglés vende 200 consolas a la semana a un precio de 350€. El departamento de
Ventas estima que por cada 10€ de rebaja se incrementara en 20 el n° de consolas vendidas semanalmente.

a) Determina la funcién que expresa el precio en términos del nimero de unidades vendidas.

b) Determina la funcion ingresos en términos del nimero de unidades vendidas.

c¢) Determina el numero de unidades vendidas que maximiza los ingresos.

14. Optimizacion. Una casa esta rodeada por un muro de 2 m de altura. Desde la casa al muro hay 10 m de
distancia tal y como se observa en la siguiente figura. Calcula la longitud minima que debe tener una escalera

para acceder desde la calle hasta la terraza.

Terraza
\&% g
o CASA
| 1

10 m
15. Optimizacién. Demuestra que de todos los triangulos isdsceles de un perimetro dado el de mayor area es
el tridngulo equilatero.

16. Optimizacion. El rendimiento R de un cultivo en funcién del nivel de nitrogeno “x” en el suelo viene

ax
x2+1

dado por la funciéon R(x) = ,a>0,x = 0. ;Con qué nivel de nitrogeno se obtiene el mejor rendimiento?.
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17. Optimizacion. Después de tomar un fairmaco por via oral, la concentracion de este en sangre viene dado
por la funcién C(t)= 2%, b>0, t > 0, siendo t el tiempo en horas desde su administracion. Halla el valor de
b para que la maxima concentracion de sangre se produzca al cabo de 2 horas.

18. Optimizacion. La tos obliga a la traquea a contraerse y afecta a la velocidad del aire que circula a través
de ella y puede modelizarse por la expresion V(r)=kr?(R-r), 0 < r < R,k = 0, R es el radio normal de la
traquea y r el radio durante la tos. ;Con qué radio se obtiene la maxima velocidad de aire?.

19. Optimizacion. El trayecto que realizan 2 corredoras, Maria y Antonia, se puede representar indicando
que parten del origen de coordenadas y corren a lo largo del eje positivo de abscisas. Un fotografo se encuentra
situado en P(0,1). Si Antonia es 3 veces mas rapida que Maria, ;Cual es el angulo de vision méximo que tiene

el fotografo para observar a ambas?.

20. Optimizacién. Queremos construir una pista de atletismo en forma de r

rectangulo con un semicirculo a cada lado de 400 m de longitud. Determina el

area maxima de la region encerrada por la pista. x
21. Optimizacion. En el patio de una escuela se quiere construir un area de juegos de 30

m? en forma de trapecio rectangular con la base grande el doble que la base pequefia y que

el lado oblicuo (D) respecto a las bases sea tan corto como sea posible (Cataluiia). -
22. Optimizacion. De entre todos los rectdngulos situados en el 1° cuadrante que tienen dos lados sobre los
ejes de coordenadas y un vértice sobre la recta x+2y=4, determina los vértices del que tiene mayor area. (Galicia)
23. Optimizacién. Una imprenta debe disefiar un cartel de 90 ¢cm? para texto y, ademds, con un margen
superior de 3 cm, inferior de 2 cm y margenes laterales de 4 cm cada uno. Calcula las dimensiones (anchura
y altura) que debe tener el cartel para que se utilice la menor cantidad de papel posible (Cantabria)

24. Teorema de Bolzano/Rolle. La evolucion de la temperatura al poner hielo en un cazo con fuego viene
dada por la funcion T(t)= t> + 5t -5 donde t representa el tiempo entre 0 y 2 minutos. Demuestra que solo se
alcanza la temperatura de 0 grados una unica vez en el intervalo [0,2].

25. Teorema Rolle. El movimiento de una particula viene dado por e(t)=t*-8t>, —1 < t < 1. Demuestra que
hay algtn valor en dicho intervalo en el que la particula se para (velocidad 0). {En qué momento ocurre eso?.
26. Teorema del valor medio. Hemos recorrido 80 km de distancia entre Hellin y Murcia en 1 hora.
Demuestra que, aunque durante el trayecto la velocidad habra variado, hay algln instante de tiempo en el que
la velocidad ha tenido que alcanzar los 80 km/h.

27. Teorema del valor medio. En un mapa, una carretera describe una trayectoria que viene dada por la
funcion e(t)=t>-6t>+5, donde t representa el tiempo en horas en el intervalo [0,3]. Demuestra si es posible
construir una carretera recta tangente a e(t) que sea paralela a la que recta que une los puntos (0,f(0)) y (3.f(3)).

En caso afirmativo averigua en que puntos.
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Ejercicios EvAU
Junio 2022/23

7. a) [1 punto] Sea la funcion f(x) = x3 + 3x2 + x + 3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

Modelos propuestos Curso 2022/23

2. La generatriz (a) de un cono (de altura h y radio r) mide 3 unidades.

a) [1,5 puntos] Encuentra la funcién V(h) que expresa el volumen del cono en funcién de su altura h. Recuerda que
el volumen del cono es nir 2h/3. Indica el dominio de esta funcién y justifica que alcanza un maximo y un minimo
absolutos en dicho dominio.

b) [1 punto] Halla el valor de la altura que maximiza el volumen.

2% +2x—2

1. Sea la funcion f(x) = 3203

a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x) y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcién f(x)

en el punto de abscisa x = 1.

Julio 2021/22

2. a) [1,5 puntos] Encuentra razonadamente el valor de a, b € IR para que la funcién

ax+ 1
) = 2%

tenga una discontinuidad de salto infinito en x = 1y tienda a 2 cuando x —> -+-o0.

3. a) [1,5 puntos] Estudia la continuidad en [R de la funcién

f(x) = (2e"2"4 — 8x+ 14) / (¥ — 2x)

Junio 2020/21

6. a) [1 punto] Sea la funcién f(z) = az® — 222 — 2 + b con a,b € R. Determina razonadamente los
valores de a y b para que la grafica de la funcién pase por el punto (1,2) y la pendiente de la
recta tangente a la gréfica de la funcién en este punto sea 1.
2?2 —azx+1 <0
be® x>0
mente los valores de a y b para que la funcién sea continua y derivable en z = 0.

b) [1,5 puntos]| Sea la funcién f(z) = , con a,b € R. Determina razonada-
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Junio 2020/21

1—2_1

7. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lﬁ% 9p — 4
T— -

Julio 2020/21

5. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: 11'11} I_l_ 1 T
z—1l e -

Julio 2020/21

222 42 — 2

6. Sea la funcién f(z) = 32213

a) [1,5 puntos| Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(z)
y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la gréfica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa z = 1.

Julio 2020/21

7. a) [1 punto] Sea la funcién f(z) =a-z*+b-2? + 2z — 1, con a,b € R. Determina los valores de a y
b para que la grifica de f(z) pase por el punto (1,1) y tenga aqui un punto de inflexién.

b) [1,5 puntos] Sea la funcién f(z) = zsen(z) — cos(z). Enuncia el teorema de Rolle y tsalo para
razonar si la funcién f(z) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [—1,1].

Junio 2019/20

3. o] . . ’ - . s xe—r

b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: P_IR) 1422 — cos(2?)’
Julio 2019/20
. - . 1 1
3. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim [ — — :
z—0+ \ &  sen(2z)
Junio 2019/20
. 2 -2z +1
4. Sea la funcién f(z) = Tl

a) [1,5 puntos| Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(z)
y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la gréifica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa z = 0.
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Julio 2019/20

4. a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm® para que la superficie total de la caja (formada por

las caras laterales y la base) sea minima.
b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = z? +z — 1
en el punto de abscisa z = 1.

Junio 2018/19

1A. a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f(z) sea derivable en todo R

az® +bx+2 siz<l1

flz) = b (1,5 puntos)
a\/z — — siz>1
z

b) Comprueba si la funcién f(z) = z?—4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3].

(1 punto)
Junio 2018/19

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

2e%~1 -1 —e* g
a) J1:1_)m1 (:r n 1) b) :z:li’>n—ll P idr53 (1,25 puntos por limite)
Julio 2018/19

1B. a) Demuestra que la ecuacién senz — 2z 4+ 1 = 0 tiene al menos una solucién real en el intervalo

[0,7]. (1,5 puntos)
b) Calcula razonadamente el niimero exacto de soluciones de la ecuacién anterior cuando z € [—200, 200).

(1 punto)
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Otros propuestos
Madrid 2023 — Opcion A

re — e

P si <1
Problema 23.1.2 (2,5 puntos) Para la funcién f(z) = , se pide:

1
1z —3 si z>1

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y determinar, en el caso de que existan, las ecuaciones de
sus asintotas.

b) (0,5 puntos) Para la funcién g(z) = (e” — e) f(z), calcular el valor de ¢’(0).

Madrid 2023 — Opcion B

Problema 23.2.2 (2,5 puntos) Un ayuntamiento ha dividido en parcelas parte del terreno muni-
cipal no urbanizable y lo ha cedido a los vecinos para su cultivo. Uno de los vecinos ha decidido
que en su parcela asignada utilizara como huerto una zona rectangular de 72 metros cuadrados,
dejando el resto para plantar frutales e instalar una caseta donde guardar las herramientas nece-
sarias. La zona de huerto estard dividida en dos partes: la parte dedicada al cultivo de hortalizas
serd un rectangulo interior separado de los lados que delimitan el huerto. La separacién sera de
medio metro entre cada uno de los lados de mayor longitud y un metro entre cada uno de los lados
de menor longitud. La franja que delimita la zona de hortalizas la dedicara al cultivo de flores y
plantas aromaéticas.

a) (2 puntos) Calcule las dimensiones del huerto para que el drea de la zona para el cultivo de
hortalizas sea maxima.

b) (0,5 puntos) Calcule el drea de la zona de cultivo de hortalizas.

Andalucia 2023 — Opcion A

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)

1

—x °

Considera la funcion continua f:R — R definida por f(x) =

X

e +e
a) [1,5 puntos] Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se obtienen
y valores que se alcanzan).

b) [1 punto] Calcula lim (x2 f (x))

X—>+0

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea la funcion f:[-2,2]—— R definida por f(x)=x’—2x+5.

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la recta
tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (<2, f(-2)) v (2, f(2)).

b) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica
de f'en el punto de inflexion.
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Junio 2017/18

1B. a) Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcién f(z) = 23 — 522 + 7z + a cumple las
hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. (0,75 puntos)

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1,3) cuya existencia asegura el teorema de
Rolle. (0,75 puntos)

¢) Calcula razonadamente los puntos de la gréfica f(z) = 2% — 522 + Tz donde la recta tangente tenga la
misma pendiente que la recta y = 4z + 2. (1 punto)

Septiembre 2017/18

1A. Después de la administracién por via oral de un farmaco, la concentracién de este en sangre sigue el
modelo: C(t) = at?e™, donde t € [0, 4+00) es el tiempo en horas transcurridas desde la administracién
ya,beRT.

a) Determina los valores de a y b para que el modelo de la concentracién tenga un extremo relativo en el
punto (2, 8¢~2). (1,5 puntos)

b) Segiin el modelo anterior, ja qué valor tiende la concentracién de este fairmaco a largo plazo? Interpreta
el resultado. (1 punto) Nota: A largo plazo se entiende como que ¢t — +oc.

Septiembre 2017/18

1B. a) Determina razonadamente el punto (z,y) de la pardbola ¥y = z2 + 1 en el que la suma de sus

coordenadas alcanza su minimo valor. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la grafica de la pardbola dada en el punto

de abscisa z = —1/2. (1 punto)

Junio 2016/17

1A. Dada la funcién '
z2+a siz <2

f@={
—z?4br -9 siz>2
a) Calcula razonadamente los pardmetros a y b para que f(z) sea derivable en todo R. (1,5 puntos)
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado anterior, la
funcién f(z) verifica las hipétesis del teorema en el intervalo [-2, 6]. (1 punto)

Junio 2016/17

2A. Con una chapa metdlica de 8 x 5 metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas, un
cajon sin tapa de volumen méaximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajén. (2,5 puntos)

Junio 2016/17

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

3 2
) x4+ 3z° -4 , zln(z+1) ..
R R TR D) 2 2coss {1566 pumtos poe fite)

Nota: In denota logaritmo neperiano.
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Septiembre 2016/17

1B. Halla razonadamente las dimensiones més econémicas de una piscina de 32 m? con un fondo
cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de material.
(2,5 puntos)

JUNIO-2016-1A

Dada la funcion f(x) =x 3 + 3x 2 + ax - 6, a € R, se pide:

a) Determinar el valor del parametro a € R para que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en su punto
de inflexion sea -3. (1,25 puntos)

b) Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f(x). (1,25 puntos) (Sol.: a) a = 0; b) Minimo relativo en (0, - 6) y Maximo relativo (-2, -2))

PAEG-Junio-20151 A

Dada la funcion f(x) = e**"* + x>+ ax + b, a, b E R:

a) Determina los parametros a,b € R sabiendo que la grafica de f(x) pasa por el punto (0,2) y que en dicho punto
tiene un extremo relativo (1,5 puntos) (Sol.: a =-1, b=1)

b) Para los valores de los parametros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es un maximo o un minimo. (1

punto) (Sol.: (0,2) minimo)

PAEG-Junio-2015-2 B

Dada la funcion f(x) = (x + 1) €%, se pide:
a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de f(x)
b) Encuentra una primitiva de la funcion f(x) que pase por el origen de coordenadas

(Sol.: @) Concavo vx eR/ x > =2 Convexo Vx eR/ x < -2; Punto de inflexion (-2, 1/e*))

JUNIO-2014-1A

a) Calcula los valores de los parametros a, b € R para que la funcién

x*=2x+a si x<0 _ _
f(x) = es continua y derivable en x =0 (1, 5 puntos)

x> +be*+3 si O<x

b) Para los valores encontrados, calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x
=0 (1 punto) (Sol:a)b=-2,a=1;b)y=1-2x)

PAEG Junio 2014 1B

a) Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = 1 + x 2 e™** (1,5
puntos) b) Calcula las asintotas de f(x) (1 punto)
(Sol.: a) Decreciente Vx eR/(x < -1)uU (0 < x < 1); Creciente Vx €R/(-1 < x < 0)U (x > 1); Minimo relativo (-1, (e+1)/e)

Maximo relativo en (0, 1) Minimo relativo en (1, (e+1)/e); b) AHy = 1)
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Septiembre 2014 1B

Para la funcién f(x) = Vx2 + x + 1

a) Estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus extremos relativos. (UD 3)

b) Estudia si tiene asintotas oblicuas cuando x >+oo (Sol.: y = x + %)

JUNIO 2013 1B

ax?

+bx . .
n tenga como asintota oblicua la

a) Calcula los valores de los parametros a, b € R para que la funcion f(x) = -y

rectay=2x+3

b) Para esos valores, escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisas x=0

SEPTIEMBRE 2010
a) Definicion de derivada de una funcién en un punto. (0,5 puntos)
ax +sen x .
W si x<0
b) Dada la funcion f(x)=J bx+c si 0<x<1,determina los parametros a; b; c de R para que f(x) sea una
L Si x>1
x+1

funcion continua en x = 0, y ademas sea continua y derivable en x = 1. (2 puntos) (Sol.: a= 1/2; b= -1/4; c=3/4)

PAEG Septiembre 2010 (Reserva) (1 A).

Dada la funcién f(x) = arctg /x —1definida para x > 1, se pide: a) Calcula y simplifica f'(x). (1,5 puntos) b)
Explica razonadamente por qué en ningun punto de la gréfica de la funcidn f(x) la recta tangente es
horizontal. (1 punto)

Reserva Septiembre 2009 B.

Dada la funcidn f(x) =1/ In(x), donde In(x) es el logaritmo neperiano de x,
a) Determina su dominio y sus asintotas. b) Razona que la funcidn es decreciente en su dominio.

Reserva 2008

Determina los valores de a, b ,c R para que la funcién f(x) = ax S+bx + ¢ pase por el punto (2, 8), tenga un

minimo relativo en x = \/% y ademas la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 1 tenga pendiente

4. Calcular la ecuacién de la recta normal a f(x) en el punto de abscisa x = 1.
(Sol.:a=2,b=-2,c=-4;x+4y—-15=0)

Junio 2008

Definicion de punto de inflexién de una funcién. Calcula el valor de los pardmetros a, b € R para que la
funcidn f(x) = (x — a) e* + bx tenga un punto de inflexidon en x= 0 y un minimo relativo en x = 1. (Sol.: a=2yb=1)
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Septiembre - 2008

Determina los valores de los parametros a, b R para que la funcién
f(x) = (ax2 +bx)-e”* tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 3 y ademas pase por el punto
(1, -1/e). Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 0.

Septiembre- 2008

Dadas las funciones f(x) = In (1 —x2) y g(x) = In (1 + x?), se pide:
a) Determina el dominio de cada una de ellas.
b) Estudia si dichas funciones tienen puntos de inflexién

Teorema de Rolle

JUNIO 2016 1B.

a) Enuncia los Teoremas de Bolzano y de Rolle. (1 punto)
b) Razona que la ecuacién 2e* + x > = 0 tiene al menos una solucién real. (0,75 puntos)
c) Razona que, de hecho, dicha solucién es uUnica. (0,75 puntos) (Sol.: [-1, 0])

PAEG Reserva 2013 1A.

a) Enuncia el Teorema de Rolle. (1 punto)
b) Razona que existe al menos un punto en el intervalo (1, 2) donde la recta tangente a la gréfica de la
funcion f(x) = x° + 3x*- 5x3 - 15x? + 4x + 12 tiene pendiente nula. (1,5 puntos)

Junio 2006

Enuncia el teorema de Rolle. En los ejemplos siguientes f(-2) = f(2) pero no hay ningun valor ¢ e (-2, 2) tal
que f ’( ¢ ) = 0. Justifica cada caso por qué no contradice en teorema de Rolle.

a) f(x) = LA‘ b)g(x)=2- |x| (Sol.: a) No, no es continua en x = 0; b) No es derivable en x = 0)
X

Teorema del valor medio de Lagrange
PAEG Reserva 2013 1B.

a) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. (1,25 puntos)
b) Calcula un punto del intervalo [-2; 2] en el que la recta tangente a la grafica de la funcidn
f(x) = x 2 + 3x + 2 sea paralela a la recta que pasa por los puntos (-2; 0) y (2; 12). (1,25 puntos)

PAEG Junio 2010 (Reserva) (1 A).

Dada la funcidn f(x) = 3x3- 36x + 2, se pide:

a) Determina las coordenadas de sus maximos y minimos relativos. (1 punto)

b) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange. Analiza si es posible aplicarlo a la funcidn f(x) en el
intervalo [- 2; 2] y, en caso afirmativo, calcula en qué puntos se verifica la tesis del teorema en dicho
intervalo. (1,5 puntos) (Sol.: a) Maximo (-2, 110), minimo (2, -34); b) c=0)
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Reserva 2008

Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. Explica su interpretacién geométrica. Determina los
valores de los parametros k, p R para que la funcion
k+x

f(x) = si x<0 vyerifique las hipdtesis de dicho teorema en el intervalo [-1,3] (Sol.: k=-2,p=1)

x—1
e+p si x>0

Problemas de optimizacidn

SEPTIEMBRE 2017 1B.

Halla razonadamente las dimensiones mas econdmicas de una piscina de 32 m3 con un fondo cuadrado, de
manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de material. (2,5 puntos)

SEPTIEMBRE 2016 1A.

Se quiere construir un depédsito de chapa abierto superiormente con forma de prisma recto de base
cuadrada, de 1000m? de capacidad, lo mas econémico posible. Sabiendo que: El coste de la chapa usada
para los laterales es de 100 euros el metro cuadrado El coste de la chapa usada para la base es de 200
euros el metro cuadrado ¢Qué dimensiones debe tener el depdsito? ¢Cudl es el precio de dicho depdsito?
(2,5 puntos) (Sol.: Minimo siL=10 my H =10 m; P = 60000 €)

PAEG - Sept.-2015

Determina cémo dividir un segmento de 90 cm en dos trozos, de forma que la suma del drea del
semicirculo cuyo didmetro es uno de ellos y el area de un tridngulo rectdngulo que tiene como base el otro
trozo y cuya altura es m veces su base, sea minima. (Sol.: Trozol: 72 m L(base) = 18 m)

Nota: Recuerda que el area de un circulo de radio r es 7 r2.

PAEG Septiembre 2013 1B.

a) Interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.
b) Halla el punto de la gréfica de la funcidn f(x) = x3 + 3x2 +1 donde la recta tangente tiene pendiente
minima. (1,5 puntos)

PAEG Reserva 2013 1A.

Si la media aritmética de dos numeros reales positivos es 24, calcula el valor de dichos nimeros para que el
producto de uno de ellos por el cuadrado del otro sea maximo. (2,5 puntos)

Regla de L'Hopital

PAEG - Sept.-20151 A

Calcula los siguientes limites:

. Ln(1+2x)
lim—=
x—0 X esenx

1
liné(l + tang x)x+senx  (Sol.: a) 2; b) e'/?)
X—
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PAEG Septiembre 2013 1A

a) Calcula el valor de a € R, a >0, para que la funcién

eX_g—X%
si x<0
f(x) = a sea continuaenx=0 b) Calcula el limite: lim f(x)
B ez

(Sol.:a)a=2;b)e3)

PAEG Reserva 2013 1B

1
a) Calcula para qué valores del parametro a € R se verifica la igualdad lir%(cos (ax))=*=e"
xX—

b)Calcula el limite lirP Vo (Vx+1-+vVx—1) (Sol.:a)a=2,a=-2;b)1)
X—>4+00

2

Septiembre 2012 1A

a) Calcula el valor de a € R, a > 0 para que la funcidn

eX_p~X

six <0
fx)= 14, sea continua en x =0 (Sol.:a) a=2; b) %)
(—) six=0
2x+1

b) Calcula el limite cuando x tiende a + o)

Junio-2008

Calcula los siguientes limites:
1

x -2
a) lim 5 lim (E+cos xjcos (Sol.:a) -7; b) e /")
x—0 x°—x x—>z/2\ T

x> —8x% +7x b)

Reserva 2008

Determina el valor de k € R, k #0, para que se cumpla que:

kx —_ —_
tim &KLy, S5en X2 NG X (g0 - = 10)
x—0 fx x—0 X+ sen x
Septiembre 2006

a) Enuncia la regla de L'Hépital. b) Resuelve el limite siguiente: jim —~—5¢"* (Sol: 1/3)
x—>01g X —sen x

Junio 2003

Enuncia la regla de L'Hopital. Calcula el siguiente limite: zl'm( ! _lJ (Sol.: L=1%)
-0\ L(1+x) x

Junio 2002

Enuncia la regla de L'Hopital y calcula el siguiente limite lz’mw
x-0  xIn(l+ x)

Junio- 2001

Calcula: 7im 1=°5% (Sol.: L= %)
20 (e* —1)?
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Unidad 3.1. Integral indefinida.

(.Primitiva de una funcion. Integral indefinida.

F(x) es primitiva de f(x) si F'(x)=f(x). En general, todas las funciones F(x)+K seran también primitivas.

La integral de una funcion f(x) es el conjunto de todas sus primitivas y se denota por [ f(x)dx = F(x)+K

K se denomina constante de integracion.

Propiedades: 1. [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx; 2. [ ¢ f(x)dx = c + [ f(x)dx

)

2. Tabla de integrales inmediatas.

Forma sencillo

Forma compuesta

I xS XK J' kdx=k.x+K
nel n+1
J Xax= St K (nx-]) [ woor o ax= Tk

(n#-1)

| 1 ax=m x| + K
X

S, .
70 dx =In[f(x)] + K

I e'dx=e"+K

e™ f'(x) dx=e™+K

x

j adx= —+K

a

f(x)
+ K
a

a™ f(x)dx =

j sen xdx =-cos X + K

f "(x) . sen f(x) dx = - cos f(x) + K

j cosxdx=senx +K

f "(x) . cos f(x) dx = sen f(x) + K

— ] — ] — | — | — |

[ (1+tag®x)ax= L ax=tagx+K [1+tag” f(x)] . f () dx = tag f(x) + K
cos™ x
[ -(1+cotagx)dx = [ ——— dx=cotagx+K | -1 + cotag? f(x)] . £ “(x) dx = cotag f(x) + K
senzx

I — dx = arctag x + K
I+ x°

I &dx = arctag f(x) + K

1+ (f(x))?

-1
I 5 dx = arc cotag x + K
I+ x°

J' _ =S 4 =arc cotag f(x) + K
1+(f(x)*

1
I ,dx=arcsenx+K

J‘ f'(x)

V- (F(x))?

dx =arc sen f(x) + K

-1
I ,dx=arccosx+K

dx = arc cos f(x) + K

J« —f(x)

V1= (f(x))?
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3. Método de sustitucion.
El método de integracion por sustitucion consiste en introducir una variable t, que sustituye a una expresion
apropiada en funcion de x, de forma que la integral se transforme en otra de variable t, mas fécil de integrar.

(In ()™ (x))

Ejemplo: [(In (x))3- idx ; Hacemos el cambio t=In(x) , dt=1/xdx > [t3-dt = % + k= +k

ﬁ/létodo de integracion por partes. \

Del producto de derivadas = d(u-v)=du-v+udv=> [u-dv=u-v— [v-du

;Cbémo lo aplicamos?

llamamos u(x) a una finciobn que no tenga integral nmediata

[ ax = { .
lamamos v(x)dx al resto de la integral

If(x) dx = I u(x) dv(x) = u(x) . v(x) - I v(x) du(x) .

Nota: Para escoger u(x) se utiliza la regla nemotécnica ALPES

t&rcos(arccos,. ..), L- Logaritmos, P — Potencias (x,x?,...), E — Exponencial (¢¥), S — Senos, cosenos /

/Slntegracmn de funciones racionales. f (x) dx \

5.1 Si grado P(x)>grado Q(x) = Dividimos P(x) entre Q(x) 2 P(x)=Q(x)-C(x)+R(x), grado R<grado Q

P(x) R (PG _ R(x) inmediata v [
G =C(x )+Q( o > fQ(x) fC(x)+fQ(x) , [C(x) esmmedlatany(x)eselcaso5.2
5.2 Si grado P(x)<grado Q(x) = Factorizamos el denominador Q(x) y pueden darse 4 casos:

’ . _ - P(x) A B C
a) Raices reales simples Q(x)=(x-a)(x-b)(x-c) = Escribimos o - o T oo + —
Calculamos los valores de A,B y C haciendo mcm y sustituyendo x=a, x=b, ... . Se obtienen integrales
inmediatas que dan logaritmos.

, e n 0 o P(x) A B C
b) Raices reales miltiples Q(x)=(x-a)" = Escribimos o~ e T e + -+ "
Calculamos los valores de A,B, ..., C haciendo mcm y sustituyendo x=a, ... . Se obtienen integrales
inmediatas que dan logaritmos y potencias.
c¢) Raices reales simples y multiples Q(x)=(x-a)(x-b)">

- P(x) A B c

Escribimos o - oo T oo + D)2 + -t R
Calculamos los valores de A,B,C,..., D haciendo mcm y sustituyendo x=a, x=b,... . Se obtienen integrales

inmediatas que dan logaritmos y potencias.

d) No tiene raices reales Q(x)—x2+a (factor irreducible de 2° grado)
P(x) _ Mx

ex) QM) Q(x)
La segunda fraccion hay que expresar Q(x) de la forma Q(x)=(x-a)*+b?=b? (( N2 1 1) conlo que

—=— ;dxzbl arctag( )+k

!{) bz a)2+1

Escribimos —> La primera fraccion se resuelve con logaritmos.

%
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Problemas propuestos de la vida real

1.Interpretacion fisica de la integral. Lanzamos una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad
inicial vo= 20 m/s, desde una altura inicial ep=25 m. Supongamos que la aceleracion de la tierra es constante
a=-10 m/s?. Halla usando integrales la funcion que proporciona la altura de la pelota en cada instante y calcula
el instante en el que la pelota choca con el suelo.

| Nota: v(t) = [a(t) dt, e(t) = [ v(t) dt

2.Interpretacion de la integral. Un fabricante determina que el coste marginal (también llamado coste
instantaneo) de fabricar un cierto producto es 3q*-60q+400 € por unidad cuando se producen q unidades. El
coste total de produccion de las primeras 2 unidades es Co=900 €. ;Cual es el coste total de produccién de las
primeras 5 unidades?.

‘ Nota: C'(q) = 3g% — 60q + 400 > C(q) = [ C'(¢) dq =...

3.Interpretacion de la integral. Un automovil viaja en linea recta con una velocidad de 20 m/s, cuando de
pronto se ve forzado a frenar para evitar un accidente. Si los frenos comunican al vehiculo una desaceleracion
constante de 8 m/s?, ;Qué distancia recorre el automdvil antes de detenerse por completo?.

4.Interpretacion de la integral. Se ha estimado que dentro de t meses la poblacién de una cierta ciudad

cambiaré a una velocidad de 4 + 5+ Vt2. Si la poblacion actual (t=0) es de 10000 habitantes, ;Cudl serd la
poblacion dentro de 8 meses?

S.Interpretacion de la integral. Se aplica un nuevo procedimiento médico a un tumor canceroso que tiene
un volumen de 30 cm?, y t dias después se determina que el volumen cambia a razon V'(t)=0,15-¢ 0% ¢cm3/dia.
a) Determina una formula para el volumen del tumor después de t dias y calcula el volumen a los 60 dias.

b) Para que el procedimiento tenga éxito no deben transcurrir mas de 90 dias para que el tumor comience a
disminuir. ;Tiene éxito el procedimiento?

6.Interpretacion de la integral. Una fuerza amortiguadora produce la vibracion de un resorte a lo largo del
eje OX de modo que la velocidad del resorte en cada instante ¢ > 0 viene dada por la expresion

v(t) = 5e7¢(cos(2t) — sen(2t)) . Si la posicion del resorte en el instante inicial es x=1, determina la
posicion en cada instante.

7.Interpretacion de la integral. Un vivero pone a la venta un determinado tipo de arbusto después de 6 afos
- - N . dh
de crecimiento. La tasa de crecimiento durante esos 6 aflos se aproxima por prl 1,5t + 5, donde t es el

tiempo en afios y h es la altura en centimetros. En el momento de plantarlos (t=0), los arbustos tienen una
altura de 12 cm. Calcula la altura que tendran después de t afios y la altura cuando se pongan a la venta.

8.Interpretacion de la integral. Se le aplica a un paciente una inyeccion de 0,5 mg/cm?® de un medicamento.
La concentracion de ese medicamento en sangre medido en mg/cm?® disminuye t minutos mas tarde a la tasa
—0,01¢ %01t

(1+eo,01t)2'

a) Calcula la concentracion C(t) que habra en cada instante t y la concentracion al cabo de 1y 3 horas.

b) (Cuanto tiempo tendra que pasar para que la concentracion en sangre sea menor de 0,05 mg/cm>?.

o velocidad de C'(t) =
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Junio 2022/23

5.

dx
Puedes utilizar el cambio de variable 1 — 3x = £, f (1-3x) Yy — 1- 3x)2/3

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral:

Modelos propuestos Curso 2022/23

6. a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: / 2 4
XX+ x—2
7. a) [1 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral:
—x+1
[oxtly
3+ X2
Junio 2021/22

3. b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:

El cambio de variable t = 1 4 3x° te puede ayudar.

2x
———adx.
/ V1432

Julio 2021/22

2. b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: / x - cos(2x)dx.

Junio 2020/21

3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: /

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: /

dz.
3+ e* o

(Cambio de variable sugerido: e* =t.)

—xr+1

dz.
2+ 3 u

Julio 2020/21

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: /

3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: / z - cos(3z)dzx.

dz
22 +1°
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Septiembre 2016/17

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

"3 2 2 -10 )
a) /l _;zj_j_:tQ dz b) /.’L‘Z Inz dx (1,25 puntos por integral)

Nota: In denota logaritmo neperiano.

Otros propuestos:
PAEG JUNIO 2015 2B.

Dada la funcidn f(x) = (x + 1) . e *, se pide: a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de
inflexion de f(x). (1,25 puntos) b) Encuentra una primitiva de la funcién f(x) que pase por el origen de coordenadas.

2x
(1,25 puntos). (Sol.: a) Céncava (-2, +e=), convexa (-e°, -2) . P. Inflexidn (-2, 1/e*); b) F(x) = M_l
4

4

PAEG SEP-2015

Calcula las integrales

2
j%@f ~{x)dx  [xInxdx (sol:a) gx%/}—g‘{/Fw); b ~-(2Ln x 1)+ )

PAEG SEP-2014

Calcula las integrales

J-e—dx, J' 2 zdx (Sol.:1=Ln /¥ —1+k; | =arctag (fj_,_k
4 2

et —e” + X

Nota: En la primera integral puede ayudarte hacer el cambio de variablet=e*

PAEG Reserva 2013 2B

Calcula las siguientes integrales:

3 3 2
I—ZCOS;( dx j(x2+2x)lnxdx (Sol.:I=2arctag (senx)+k; 1= | *_ | 2 lrp X X 1)
1+ sen“x 3 9 5

PAEG Reserva 2013 2A

Calcula las siguientes integrales:

f(zlzxﬂnx]dx [3/2tax (Solil=Latxexlnx=x+ki1=(2x+1) V2x+1+k)

PAEG Junio 2013 2B

Calcula las siguientes integrales:

2
jw J.Lde (Sol.: 1=Ln(1+sen?x)+k; 1=Lnx+%[LnlIx—2I—Lnlx+21] +k)

2dx

1+sen” x x3 —4x
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PAEG Septiembre 2013 2A

Calcula las siguientes integrales:

X
J‘1+x+\/;dx' J‘ e dx

x2 e2X _3eX 12

Observacion: El cambio de variable t = e* puede ayudarte a calcular la segunda integral

(Sol.:1=2Lnx*-2 1 _l+k;I:LnIeX—2I—Ln|ex—1|+k)

Jx x

PAEG SEPTIEMBRE 2012 2A

Calcula las siguientes integrales

Jx 3
e sen”x P
a) [sen’x cos xdx b) dex (Sol:a)l= 0T 4 k;b)1=2 V4 k)
X
PAEG RESERVA 2012 2A
Calcula la siguiente integral J.idx (Sol.:1=Lnix+11—=Lnixl—2/x+k)
x4+ x?

PAEG RESERVA 2012 2A

Encuentra una primitiva F(x) de la funcién f(x) = (x* + 1) e* tal que F(0) =5. (Sol.: F(x) = (x> -2x + 3) e* + 2

PAEG JUNIO 2012 2B

Calcula las siguientes integrales:

a) J';dx b) I(tanx+

dx
4 +9x? )

tan x

PAEG JUNIO 20112 A

Calcula las siguientes integrales:

x° -1

3
ax
X+2

a) I(cos 2x + sen x cos x) dx b) I

(Sol.:a) I =% sen (2x) + Yo sen?x +k, b) 1=1/3 x> x>+ 4 -9 Ln(x + 2) + k)
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Esquema de repaso:

ﬁntegral definida de una funcion continua. \

Dada una funcion f(x) continua y positiva en [a,b],
llamamos integral definida de f(x) en [a, b] al area
de la region limitada por la funcion f(x) entre las
rectas x =ay x =b y el eje OX. Dicha érea la

[P 4]

b
representaremos como A= fa f(x)dx . “a” se
denomina limite inferior de la integracion y “b”

limite superior de la integracion.

o
ot

1 1
\_ 1

5.

. Regla de Barrow.

%
g

Si f(x) es una funcion continua en [a,b] y F(x) es una
primitiva de f(x) en [a,b], entonces

b
f f(x) = F(b) — F(a)
\_

J
Kl‘eorema del valor medio del calculo integrh

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a,
b], existe, por tanto, un punto c [a, b] de tal modo
que

b
| reodx =@ - a

Interpretacion: El area del trapecio mixtilineo
considerando es igual que el area de un
rectangulo de la misma anchura cuya altura sea la
imagen de un punto que pertenezca al intervalo
[a, b]

Y a
¥ =169

fic) 4 -

\ {4 a c h X

{ Propiedades.

L[ fl)dx =0

2. [ f)dx = — [ f(x)dx

3. [, f(Odx = [ fO)dx + [ f(x)dx

4. Si f(x)>0 y continua en [a,b]> [ f(x)dx > 0

S f+g=Lf+[ g kf=k[ f

6. f(x)<g(x) continuas > f: f(x)dx < fab g(x)dx

J

10. Teorema fundamental del Calculo integral.

Si f(x) es una funcion continua en [a, b], y G(x) es la
funcion definida en [a, b] como G(x) = f: f(t)de,
entonces G(x) es derivable en [a, b] y G (x) = f(x),

para todo xe(a,b).

11. Calculo del area bajo una curva.
Tres casos:

0,
0,

f(x)>0 en [ab]
RO

f(x)<O en [ab]

. Orea= - f; fO)dx

flxh<0 en [ap)
0= (O
0= - ] fG

0.-0,+0,

Pasos: 1) Hallar puntos de corte de f(x) con OX.
2) Estudiar signo f(x) en los intervalos obtenidos.
3) Hacer esbozo, escribir integrales y calcular.
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é Calculo del area entre 2 curvas. \

Pasos a seguir:
1) Hallar los puntos de interseccion entre f(x) y g(x) resolviendo f(x)=g(x).

2) En los intervalos que forman los puntos anteriores estudiar cual de las 2 funciones est4 por encima (para
ello sustituye un punto intermedio de cada intervalo en cada funcidn a ver cudl tiene més valor).

3) Realiza un esbozo de las funciones (RECOMENDABLE)
4) El area vendra dada por A= f: ( flx) — g(x))dx , siendo f(x) la funcion que esté por encima.

5) Calcular la integral.

-
13. Integrales impropias (en recintos infinitos).

Si lim faZ f(t)dt existe y es finito, entonces llamaremos integral
X—00

impropia a faoof(t)dt = lim fazf(t)dt |
X—00
N\

-

14. Volumen de un cuerpo de revolucion mediante una integral.
El volumen del cuerpo de revolucion engendrado al girar la curva y=f(x)

alrededor del eje OX y limitado por x=a y x=b viene dado por

v=m- [2(f(x))?dx
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Problemas propuestos de la vida real

1. Un pozo de petroleo produce 300 barriles de crudo al mes, pero se prevé que se agotara en 3 afios. Se estima

que dentro de t meses el precio del crudo sera p(t)=18 + 0,3+/t dolares por barril. Si el petrdleo se vende
inmediatamente después de extraerlo del suelo, ;Cudl sera el ingreso total del pozo entre los 0 y los 36 meses?

2. El volumen en litros de aire contenido en los pulmones durante un ciclo respiratorio se aproxima mediante
el modelo V(t)=0,1729t + 0,1522 t2 — 0,037t%, donde t es el tiempo en segundos. Da un valor aproximado del
volumen medio de aire contenido en los pulmones durante un ciclo de 5 segundos.

3. Se introduce una toxina en una colonia de bacterias cuya poblacion actual es de 600000. Las observaciones
indican que cada hora nacen 200 bacterias en la colonia y que la fraccion de la poblacion que sobrevive durante
t horas es S(t)=e %15t ;Cual es la poblacién de la colina después de 10 horas?.

Ejercicios EvAU

Junio 2021/22

3. a) Sealacurvaf(x) = a— X%

a.1) [0,5 puntos] ;Qué valores puede tomar a € IR para que la curva f(x) = a— x* corte al eje de abscisas (eje
OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?

a.2) [1 punto] Encuentra razonadamente a € IR para que el area de dicho recinto valga 36.

5. b) [1,5 puntos] Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral. Encuentra razonadamente el punto al que hace
alusion dicho teorema para la funcion f(x) = 3/x* en el intervalo [1, 3]. Interpreta geométricamente lo hallado.

Julio 2021/22

5. b) [1,5 puntos] Calcula el area de la region delimitada por las funciones f(x) = x* — 4x 4+ 5y g(x) = 3 — x.

Junio 2019/20

5. a) [1,25 puntos] Calcul damente la siguiente integral: | — "> _

- @) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: | ————- dz.
b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el drea acotada del recinto limitado por la grafica de la
funcién g(z) = —z* + 222 + 3z y el eje de abscisas.
Julio 2019/20
_— . —dx
5. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: T et

(Cambio de variable sugerido: e* =t.)

b) [1,25 puntos] Determina justificadamente el drea acotada que encierran las gréficas de las fun-
ciones f(z) = -2+ 2z + 4y g(z) =z + 2.

Junio 2018/19

2A. a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(z) = —z* + 2z + 3, la
recta z = —2 y el eje de abscisas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la funcién g(z) en el punto
de abscisa z = 4. (1 punto)
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Junio 2018/19

2
y g(z) = 5 conz eR.

1
2B. Dadas las funciones f(z) = T 22

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(z) y g(z).

(1 punto)

b) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones f(z) y
g(z). (1,5 puntos)

Julio 2018/19

2A. a) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por las gréificas de las funciones
f(z) =16 -2% y g(z) = (z+2)? — 4. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = 16 — z*
en el punto de abscisa z = 1. (1 punto)

Julio 2018/19

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

1
a) /0 (z+1)e " do b) /m dx (1,25 puntos por integral)

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable ¢ = |/z.

Junio 2017/18

2B. Dadas las funciones f(z) = 2ze™® y g(z) = xz?e%, calcula razonadamente el drea del recinto

cerrado limitado por las gréficas de esas funciones. (2,5 puntos)

Junio 2017/18

2A. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

" (@2 - _ ¢ ;
a) /0 (z® —1)cosz dx b) / TS dx (1,25 puntos por integral)

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable e* = ¢.

Septiembre 2017/18
2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
) 3 _ 2 2 2
a) / % dx b) / (2z — 3)e* ! dx (1,25 puntos por integral)
- 1
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Septiembre 2017/18

2A. Dada la funcién )
z’+a
f@y=q =1
bx — 1 siz>0

a) Calcula razonadamente los pardmetros a y b para que f(z) sea derivable en todo R. (1,5 puntos)

siz<0

b) Calcula razonadamente el parametro b para que / f(z) dz =4. (1 punto)

Junio 2016/17

2B. Dadas las funciones f(z) = —2? y g(z)=22—-2z—-4

a) Calcula razonadamente el drea del recinto cerrado limitado por sus gréficas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la grifica de g(z) en el punto de abscisa
z = —3. (1 punto)

Septiembre 2016/17

1A. a) Calcula razonadamente el drea de la regién determinada por la curva f(z) = (z — 1)(z + 2), las
rectas x = —3, z = 2 y el eje de abscisas. Esboza dicha regién. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(z) en el punto
de abscisa z = 2. (1 punto)

Otros ejercicios propuestos:
Andalucia 2023 - Opciéon A

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Considera la funcion f: R — R definida por f (x) = x|x —1| . Calcula el area del recinto limitado
por la grafica de dicha funcion y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera la funcién F:R — R definida por F(x)= I sen (tz)dt . Calcula lim ), (xz)
0 >0 sen (x )

Madrid 2022 Extraordinario — Opcion A

Problema 22.9.2 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = x> + cos(rz). Se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la recta tangente a la gréfica de f(z) en z = 1 y probar, utilizando
el Teorema de Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grifica de f(x) en algin punto
entrez =—-3yx=-2.

b) (1,25 puntos) Calcular / zf(z)dx
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PAEG JUNIO 2016 2A

T

Calcula la integral definida fO_M dx (Sol.: | =§_ 1)

4
2
Nota: Puede ayudarte hacer el cambio de variables t = vx y a continuacién aplicar integracién por partes

PAEG JUNIO 2016 2B

a) Calcula el area de la regidn acotada por las gréficas de las parabolas:

f(x) =x2-4x+3yg(x)=-x2+2x+11. (1,5 puntos)

b) Calcula c € R para que las rectas tangentes a las graficas de f(x) y g(x) en el punto de abscisa x = ¢ tengan
la misma pendiente. (1 punto) (Sol.:a) A=112/3 u? b) c=3/2)

PAEG SEPTIEMBRE 2016 2A

Dada la funcién g(x) = (x + b) cosx, b e R
a) Calcula la primitiva G(x) de g(x) que verifica que G(0) =1

b) Calcula el valor de b € R sabiendo que linéw = =2
X—

(Sol.:a) G(x) =(x+b) senx+cosx; b) b=-1)

PAEG SEPTIEMBRE 2016 2B

2
Dadas las funciones f(x) = 2V g(x) =3 —x, se pide:

a) Esbozar la regién encerrada entre las graficas de f(x) y g(x) (0,5 puntos)
b) Calcular el drea de la regién anterior. (2 puntos) (Sol.: b) A = (3/2 —Ln 4) u?)

PAEG JUNIO 2015 2A

Dada la funcién
g(x)={ 2x+4 si —2<x<0
2-x)?% si 0<x<1
a) Esboza la regién encerrada entre la grafica de g(x) y el eje de abscisas. (0,5 puntos)
b) Calcula el area de la regién anterior (2 puntos) (Sol.: A=16/3 u?)

PAEG SEPTIEMBRE 2015 2A.

a) Calcula la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) = x 2 en el punto de abscisa x = 2. (0,5 puntos)
b) Esboza la regién encerrada entre las graficas de f(x), la recta calculada en el apartado a) y el eje de
ordenadas. (0,5 puntos)

c) Calcula el area de la regidn anterior. (1,5 puntos) (Sol.: c) A=14/3 u?)

PAEG SEPTIEMBRE 2014 2A

a) Esboza la region encerrada entre las gréficas de las funciones f(x) = sen x, g(x) =-sen x, y rectasx =1/ 2
y x =3mn/2.(0,5 puntos)
b) Calcula el area de la regién anterior. ( 2 puntos) (Sol.: A=4u?)
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Unidad 4. Matrices. Determinantes.

(- )
1. Definicion de Matriz. a4 - Gy
Se denomina matriz de orden o dimensidn m x n a todo conjunto cuyos A= an 022 a;ln
elementos estan dispuestos en m filas y n columnas. La representaremos por .. e ceeees
A= (aij)mxn aml a'n‘l ven am
an elemen[o que GS{O en I(l fila Z columna ]
- J

2. Tipos de matrices.

TIPOS DE MATRICES
HATNZ (UADRADA natriz que tiene el misno nimero de MATRIZ S|HUR|(A es una matriz cuadrada Cuyos elementos ¢
filas que de columnas. anbos lados de la’diagonal principal son iguales, A=A

MATRIZ IDENTIDAD O UNIDAD  matriz cuadrada donde los ~~ MATRIZ ANTISINETRICA, metriz cuadrada en la que los elementos

elementos de lo diagonal principal son unos y el resto ceros. o ambos lados de Lo diagonal principal son opues{os (iguales pero

MATRIZ FILA  nariz que solo tiene una fila. con distinto signo}_Los elementos de la diagonal principal deben
MATRIZ COLUMNA mariz que solo tiene una columna ser cero. A=Al
MATRIZ NULA fodos sus elenentos valen cero, MATRIZ DIAGONAL motriz cuadrada donde los elementos que no

MATRIZ TRASPUESTA DE A, es afra matriz AL que se estan en Lo diagonal principal son cero .
obtiene ol canbiar en A las filos por los columnes | los MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR (|NFER|OR) todos los elementos

columnas por las filas. por del)aio (encima) de la diauonal Drinciual 50N Cero.

m)peraciones con matrices. \

-Suma. Tienen que tener la misma dimension. A=(aij), B=(b;;) 2 A+B=(ajj+by)
Propiedades: Conmutativa, Asociativa, E.Neutro (A+0=0+A) y E. Opuesto (A+(-A)=(-A)+A=0)

-Multiplicacién de un n° por una matriz. A=(a;j) 2 k-A=(k-a;)
Propiedades: k-(A+B)=kA+kB, (k+t) -A=kA + tK, (k-t)-A=k- (t-A), 1-A=A

-Multiplicacién de matrices. Para multiplicar 2 matrices el nimero de columnas de la primera tiene que
coincidir con el niimero de filas de la segunda. A=(ajj)mxn, B=(bij)nxp 2 A-B=(Cij)mxp » Ci=X =1 Air D

0 | -N A 12 FILA POR 22COLUMNA 12 FILA POR 32C0LUMNA
(2 | —I) L2 2 =(.;Z'O fHED3 201D ED0 2¢ED+ 2+ CDE I))
0 3 -2 3 0 - 00+31+ (D3 01+3CD+ (D0 0¢GN +32+ (D))
12 FILA POR 12COLUMNA 12 FILA POR 22COLUMNA 22 FILA DOR 32COLUMNA
Propiedades: No se cumple conmutativa A-B#B-A, Si cumple Asociativa, Distributiva suma y E.Neutro.

{otencia de una matriz. A2=A-A, A>=A2A, ..., A"=A"1A /
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(. Propiedades de la matriz traspuesta.

Se llama matriz trapuesta (A') a la que se obtiene
de cambiar las filas por las columnas o al revés.

Propiedades:

1) (AY'=A

2) (A+tB)'=A'+B!

3) (kA)=kA

4) (A-B)'=B"A'(Cuidado, cambia el orden)

\_ J

éRango de una matriz.

El rango de una matriz A, rg(A), es el nimero de filas o
de columnas no nulas linealmente independientes que
tiene la matriz.

Método de Gauss: consiste en convertir la matriz inicial
en una matriz triangular superior cuyos elementos por
debajo de la diagonal sean ceros, utilizando las
transformaciones elementales adecuadas. El rango de la
matriz serd el nimero de filas no nulas que tiene la

Qatriz triangular que hemos obtenido. J

6. Determinantes.
| DETERMNANTES 315 - REGLA DE SARRUS
DETERHIVANTES 242 T
d e fl|d e fljd e f
|ab|_adbcabc g h illg h illa b
¢ d d e f| =(aei+ bfg + dhc)—1(ceg + bdi + fha )
9 h i a b g0 16 g8 c b_c
d & f| 4@ e ff |d e ¥
g h il lg vl lg B |
Propiedades:
1) |A[=|A] 2 1 = a2 -1
) ) X ) - 0 4|-—-10 =l 4
2) Si permutamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo |3 3 4 | 3 3 3
. - : =2 3] |4 =8 12
3) Si multiplicamos una fila o una columna de una matriz por un nimero, 4| 3 5/=|; 3 5
su determinante queda multiplicado por dicho niimero. 0 2 3 0 2 3
3 1 3
4) Si una matriz tiene 2 filas o 2 columnas iguales su determinante es 0. 5 2 5|-0
/[ 3 7
5) Si una matriz tiene una fila o columna nula su determinante es 0.
S —
6) Si 2 filas o 2 columnas son proporcionales su determinante es 0. 0 2]=0
6 4 -8
: o l 0 0
7) El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos —2 2 ol-6
de su diagonal principal. 0 | 3
8) Si todos los elementos de una linea estan formados por 2 sumandos, su  [6*3 4| _ |a 4| 3 4
determinante se descompone en la suma de 2 deter. con esos sumandos. b+ 21 1Ip 21 15 2

9) Si a una linea se le suma una combinacion lineal de otras lineas paralelas su determinante no varia.

10) |A-B| =|A||B| // 11) Si una matriz tiene una linea que es C.Lineal de las otras

paralelas entonces su determinante es 0.

a b ab
| =2 =I[=0
0 3 3
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7. Matriz inversa. Propiedades.
La matriz inversa de una matriz cuadrada A de orden n es otra matriz A™! del mismo orden que cumple:

AATT =TT A=

Las matrices que tienen matriz inversa se llaman regulares o invertibles, y las que no la tienen, matrices
singulares. Una matriz cuadrada de orden n solo tiene inversa si r(A) = n.

Propiedades:
DAY =A 2) (k-A)'= % Al 3) (A-B)'=B"'. A (Cuidado, cambia el orden)

Hr =1 HAY =AD" ) (AB) #ATHBT  T)[AY = /A

8. Formas de calcular la matriz inversa.

1°) Método de Gauss GAUSS | 2°) Aplicando la definicion A-A-'=I (con sistema
ecuaciones) (A| |) (I |A )
— Adj(At
3°) Usando determinantes Si|A[=0 > A~ = %
- Menor complementario de ajj =2 A= o . que se obtiene de quitar fila iy columna j
- Adjunto de a; > Ay = (-1)" - g Y Ay Ap o A
SGNOS: | —  +  — AS] ASZ A55
+ - +
Ejemplo: Calculamos la inversa de A
I =2 2
Al—=1 10 +|1 0| _|—2 0| +|—2 1
3 0 | 0 1 2 1 2 0 1 2 _2
cane| |1 3 1 3 PO U e
SRR e I U - B -l (13 : f)
= — -1 3] |1 3 1 -1 -2 7o =
A 4 1 0) S R B S B Iy
|A] = 5+12+12 — (-30-2+12) =29 — (-20) =49 > A'l= % : ( 1 -5 —2)
-3 -6 -1
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KCélculo del determinante usando los adjuntos

adjuntos correspondientes.

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por sus

Ejemplo:

| -2 3

0 1 2|10 Ay st (] ) (| ) (‘| 2)=3+0+(—;zzs)=—,25
4 - |

| -2 3

0 | ;l=4-A5|+(—|)'A32+I-A33=4-( EEUG |O 2D (|g A|)-awar-2
e TR R | --2 3

0o 1 a -0 1 af- ol a1 (=) -2

4 -1l o7 —ul o o

Ejemplo calculo determinante de matriz 4x4 haciendo 0 en la 2° fila (sumando C.Lineal de 1* columna)

<

: DESARROLLARLO POR UNA LINEA ¥ SUS ADJUNTOS

~

10. Rango de una matriz por determinantes

El rango de una matriz A serd el orden (dimension)
de la mayor submatriz con determinante no nulo.

Empezaremos probando con el determinante de la
mayor submatriz y si sale 0, iremos probando con
determinantes de submatrices mas pequefias.

| =2 3 | | =2 4 | | =2 4 —|
-1 0 I =2 -1 0 0 -2 =100 0|y, -
2 1 2 -l 2 1 4 — 2 | 4 -5 Al
3 1 =1 2 3 1 2 2 3 1 2 -4
-2 4 —|
=(—) <—| | 4 —5)=(32—,20—;z)—(—4—|@+20)=|0—o=|o
\ | 2 —4 /
\

6. Ecuaciones matriciales.

Las resolveremos de la siguiente forma:

ECUACIONES MATRICIALES
AX=R, ATAY = AR X=ATS
YA, XAA"=BA1/ =8 A"

A=C A=, AT A= AT(CH), 1= AT(CD)

anortante: Producto matrices no es conmutativo/

pag. 44



m Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matematicas Il

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Castilla-La Mancha

Problemas propuestos de la vida real

1. Suma y resta matrices. El nimero de coches de vendidos por dos marcas M; y M» de combustion (gasolina
y diesel) y eléctricos durante 2022 y 2023 viene dado por las siguientes matrices A y B.

a) Calcula el numero total de coches de cada marca vendidos en los dos afios segiin su combustible.

b) (Se puede afirmar que la disminucion de ventas de vehiculos de combustion se ve compensada con el auge
del nimero de vehiculos eléctricos vendidos entre estos dos afios?.

Aiio 2022 Aiio 2023
C E C E
/6400 900\ M, /5300 950\ M,
A‘(4000 250)M2 B_(gzoo 280)1\/12

2. Producto de una matriz por un nimero real. Los costes de fabricacion y el precio de venta de tres tipos
de raquetas durante el afio 2022 viene dado por la matriz:

Ri R Rs
A= (20 30 40) Coste Fabricacion
60 65 70/ Preciodeventa
Si durante el afio 2023 se espera un incremento del 2% tanto en el coste de fabricacion como en el precio de
venta, expresa mediante matrices ese aumento.

3. Producto de matrices. Durante un viaje a Tenerife, un grupo de 10 chicas y 12 chicos deciden alquilar
hoveboard, patinetes y bicis. Las siguientes matrices representan la distribucion de vehiculos alquilados por
chico/a y el precio de cada uno en tres empresas de alquiler:

H P B Ei E» Es
: 10 12 15\ Hoverboard
A= (421- 431- 451-) g%ig; B = (15 13 12) Patinetes N -
20 25 30 Bicis

Calcula mediante matrices el precio total de cada vehiculo para las chicas y para los chicos.

4.Interpretacion de matrices. En un pais A hay tres aeropuertos A1, A2 y As. En un pais B hay cuatro
aeropuertos Bi, B2, B3 y Bs4. En un pais C hay dos aeropuertos Ci y Cs. El siguiente esquema representa las
posibles comunicaciones que hay entre aeropuertos un cierto dia de la semana.

a) Representa una matriz “M” que indique el numero de vuelos entre A y B, y otra matriz “N” que indique el
nimero de vuelos entre By C.

b) Utilizando el producto de matrices, calcula una matriz que represente el nimero de combinaciones de vuelos
que hay para ir de cada aeropuerto de A hasta cada aeropuerto de C, pasando por B.
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5. Interpretacion de matrices. La siguiente matriz representa entre que ciudades hay vuelos que comuniquen
Madrid, Sevilla, Palma y Barcelona. Los “1” indican que hay un vuelo entre las ciudades.

MS P B
) (VIR
g S0 oo
=3, €)1 )0 Oz
Sl 90 ®

a) Expresa mediante una matriz el nimero de vuelos que hay entre estas ciudades que tienen 1 escala
intermedia (Nota: Calcula A?)

b) Expresa mediante una matriz el nimero de vuelos que hay entre estas ciudades que tienen 2 escalas
intermedias (Nota: Calcula A%)

6. Interpretacion grafica de matrices. Queremos digitalizar la letra T de la figura del margen. Tienes una
tabla que te indica la conversion de los colores a nimeros.
a) Escribe la matriz que representa la fotografia digital de la letra T.
b) Encuentra una matriz que al sumarla te permita ajustar el contraste de gris oscuro a negro y de blanco
a gris claro.
c) Encuentra una matriz que te permita cambiar de negro a gris claro y el resto de gris claro a gris oscuro.

Blanco Gris Claro | Gris Oscuro Negro

7.Interpretacion de grafos y matrices. Tenemos un grupol con dos personas A y B que han contraido una
enfermedad. Tenemos un grupo 2 con tres personas C, D y E que han estado en contacto directo con el grupo
1 de acuerdo con el grafo de més abajo. Finalmente tenemos un grupo 3 con cuatro personas F, G, Hy J que
han mantenido contacto directo con el grupo 3 de acuerdo con los elementos de la siguiente matriz T.

Cf sl

©
@<L 0

P OFr ™M
O O r @
= B, o T
o o R

a) Representa el grafo que conecta los 3 grupos.
b) Obtén la matriz M que representa el grafo de los grupos 1 y 2.
c) Calcula el producto de las matrices M-T e interpreta que quiere decir el resultado obtenido.
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Ejercicios EvAU

Junio 2022/23

1. Sean las matrices

X=(Z g),cona,b,cER,A=(i ;)YB=(% g)

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, ¢ para que A - X = B.

b) [1 punto] Si ademas queremos que X sea simétrica, ¢ qué se debe cumplir? ; Como es la matriz X resultante?

1 0 1 1 0 0
5. b) [1,5 puntos] Sean las matrices A = (0 1 0) y B= (0 0 0) . Sin calcular A_1, razona por qué A7
2 00 2 11

existe y discute si la matriz A" - Btiene inversa.

1 1 11
8. a) [1,25 puntos] SealamatrizA = (0 1 2 1) . Calcula el rango de A.
21 01
Modelos propuestos Curso 2022/23
6. b) [1,5 puntos] Sean las matrices
2 1 2 0o 1 1
A=|0 1 1],B=1|1 0 1
1 0 1 010
Calcula razonadamente la matriz X de la ecuaciéon matricial X+ A4 3 - A = B.
8. b) [1,25 puntos] Dada la matriz
a 0 0
0 1 a
| 1 0 a+4+2
Calcula razonadamente el rango de la matriz A segun los valores del parametro a € [R.
5.
b) [1,25 puntos] Estudia qué relacién tiene que haber entre ay b, con a, b € [R, para que la siguiente matriz tenga
inversa:
2 0 —1
A=|a b 0
12 3
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b) [1,5 puntos] Sea el determinante

= o x
N T K<
W o N
Il
[
=

donde x, y, z, a, b, ¢ € [R. Calcula el determinante de

x+1 y+2 z+4+3
2a 2b 2c
1 2 3

Junio 2021/22

a) [1,5 puntos] Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz

A_zo
A1 =)

b) [1 punto] ;Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 4?

es decir, que verifican que AX = XA.

6. a) [1,5 puntos] Estudia el rango de la matriz M en funcion del parametro m € [R, siendo
2 m 0 1
M=[2 1 0 m
4 1 m 2
Julio 2021/22
3. b) [1 punto] Sea el determinante
= 2,

- 0 X
N T <
W O N

donde x, y, z, a, b, ¢ € [R. Calcula razonadamente (e indicando las propiedades de los determinantes que utilizas)
el determinante de
1 2 3
a—2 b—4 c—6|.
2x 2y 2z
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7. a) [1,5 puntos] Despeja la matriz X de la ecuacién matricial A - X 4+ B = X, siendo X, A y B matrices cuadradas
cualesquiera. Calcula X para las matrices

(7))

Junio 2020/21

1. Sean las matrices

a) [1 punto] Calcula razonadamente el determinante de A", es decir, la matriz traspuesta de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial X - A +3- A = B.

Julio 2020/21
1. Sean las matrices
3 1 2 1 00
A=11 0 1 e I=1010
0 1 1 0 01

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + 31 = A.

Junio 2019/20

1. a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene
inversa
a

1

(R )
O R =

A=

e 8 O =
oo N+

2

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores z,y, z para que el producto de

las matrices C' = (Z 1) y D= (:f _i) conmute.

o

z

Julio 2019/20

1. Dadas las matrices

0 1 1 1 2
a1 o) mefo ) s oem(i )
0 -1 0 1 -1

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + I3 = BC, donde
I3 es la matriz identidad.
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Junio 2018/19

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A= -1 1 0], B=|0 11 y C=1110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X —2B = C. (1,5 puntos)

Julio 2018/19

3B. Dadas las matrices

a 0
a0 o ) y=(100)
1 0

a) Calcula razonadamente el rango de la matriz A segiin los valores del pardmetro a € R. (1 punto)
b) Para a = 1 calcula razonadamente la matriz X que verifica que X - A = B — X. (1,5 puntos)

Otros ejercicios propuestos:
Madrid 2023 Opcion B

Problema 23.2.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices: A = (m -1 1>, B = (2m _1) y

-2 0 m 1 0
0o -1
cC=1|-2 1
3 -1

Se pide:
a) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se verifica que A*B = C .

b) (1 punto) Calcular, si existen, los valores de m para los que existe la inversa de AC' y calcular
para m = 0 la inversa de AC.

c¢) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se cumple que B? = B—1I, siendo
I la matriz identidad de orden 2.

Andalucia 2023 Opcion B

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

0 0 m 1 00
Considera las matrices A={m 0 0|y B=|0 0 1/.
0 m 0 010

a) [0,5 puntos] Determina para que valores de m tiene inversa de la matriz A?
b) [2 puntos] Para todo m # —1 resuelve, si es posible, la ecuaciéon matricial AX+X =B.
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Madrid Junio 2022 - Opcion B

Problema 22.6.1 (2,5 puntos) Sean las matrices A = (i b-?— c)’ B = (1 2 3) y C =

2 a+c 4

a+2 1
3 2
1 1

- 1

a) (1 punto) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones C (y) = 1] sea
1
compatible.

b) (1,5 puntos) Calcular los valores de a, by ¢ para que la multiplicacién de dos de las matrices
sea igual a la restante.

Junio 2017/18

3B. a) Encuentra los valores del parametro a € R para que la siguiente matriz tenga inversa.

a—1 1 -1
A= 0 a-2 1 (1 punto)
a 0 2

b) Para a = 2 calcula razonadamente A~! y comprueba el resultado. (1 punto)
¢) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes |[A~!| y |2A|. (0,5 puntos)

Septiembre 2017/18

3B. Dadas las matrices

=(33) 1 -(80)

a) Halla razonadamente dos pardmetros a y b tales que A? = aA + bI. (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que (4 — X)(A4 + X) = A? — X2
(1,25 puntos)

Junio 2016/17

3B. Dadas matrices

21 0 -1 0 1 01 0
A= -10 o, B=| 2 -1 0 y C=[ 03 o0
1 2 -1 1 0 0 -1 0 -1

a) ;Tiene inversa la matriz 2/3 + B? Razona la respuesta. I3 es la matriz identidad de orden 3. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que 2X + C = A - X - B. (1,5 puntos)
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Septiembre 2016/17

3B. Dadas matrices

011 -1 0 1 1 10
A= 1 0 0 |, B= 0 -1 0 y C= 0 3 0
0 01 1 1 0 -1 0 1

a) Calcula razonadamente A~!. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X + B = C?. (1,5 puntos)

PAEG JUNIO 2010 3B.

Consideremos las matrices A = [2 1J y B= [ 2 3—3]

0 1 b+2 ¢
Determina los valores a; b; ¢ < R de forma que se cumpla que el determinante de la matriz B sea igual a 8,
y ademas se verifique que A- B =B - A. (2,5 puntos) (Sol.: (a, b,c)=1(1,-2,4)

PAEG JUNIO 2011 - 3A

Dadas las matrices A = [ 49 j B = [(1) ;J , se pide :

-3 -4
a) Resuelve el sistema matricial {2X+3Y = A
X+Y = B
b) Encuentra una formula general para B", donde n < N. (Indicacién: Calcula las primeras potencias de la
matriz B) (Sol.: X = (_4 _2} b) B" =1 sines par; B" =B sinesimpar)
6 4

JUNIO 2008

100
DadalamatrizA= |1 1 0|, se pide:

0 0 1

Encuentra la expresidn general de la potencia n-ésima de A. En otras palabras, calcula la expresién de A"
donde n es un nimero natural cualquiera.
Razona que la matriz A" tiene inversa para cualquier n ¢ N, n 21, y calcula dicha matriz inversa. (NO)

(Sol.:a) A" = N b) r(A) =3)
n 10
0 0 1

SEPT. 2007

Dadas las matricesA= (0 2}y B= [1 _1} se pide:
7 4 2 1
Resuelve la ecuacién matricial: A. X + X = B, donde X es una matriz de orden 2x2. (NO)
2X+2Y = A
4X+3Y = B

(SoI.:b)X=[1 —4j;v=(—1 SJ)
-1 -5 2 7

Resuelve el sistema: { , siendo X e Y dos matrices de orden 2x2
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PAEG SEPTIEMBRE 2016 3A

Dadas las matrices
10)<100> 1 2 3 3 1 2
A= B=(0 1 o], c=( ) v o=( )
[ 1 1 0 -1 1 1 2 3 01 0
a) ¢Qué dimensiones debe tener una matriz X para poder efectuar el producto matricial A - X - B?
(0,5 puntos)

b) Despeja X en la ecuacion matricial A-X-B+ C=D (1 punto)

2 -2 —1))

c) Calcula la matriz X (1 punto) (Sol.: a) X del orden2x3-b) X=A?(D-C)B?;¢c)X = (3 0 2

PAEG JUNIO 2016 3B Sabiendo que

2 2 3
x y z|=10 donde x, v, z, a, b, c € R, calcula los determinantes
a 2b 3¢

14 14 21 0 3x » =z

0 3a 2b 3cindicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu

x+4 y+4 z+6

a B 3 06 2 3

s 5 s 50 0 0
respuesta. (1,25 puntos por determinante) (Sol.: a) 14; b) - 150)

PAEG SEPTIEMBRE 2015

a) Despeja X en la ecuacién matricial A- X —A =2 A%, donde A y X son matrices cuadradas de orden 3 (1 punto)

1 0 2
b) Calcula X,siendo A=({1 1 0 (1 punto)
0 0 -1
c) Calcula los determinantes de las matrices A¥? y A% (0,5 puntos)
3 0 4
(Sol.:a)X=2A+1;b)X={2 3 0 |;c)1AI=-1; IATY = A2 = (-1)1°0 = -1; JAX?] = 1)
0 0 -1
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42.- PAEG JUNIO 2014

a) Sabiendo que A es una matriz cuadrada de orden 2 tal que |A| =5, calcula razonadamente el valor de los

7 A71 ’ AT 7’

determinantes |— A

A3‘ (1 punto)

a b c
b) Sabiendo que 11 1=2 calcula, usando las propiedades de los determinantes,
301

3—-a -b 1l-c 50 0 0
l4a 1+b l+d Y |2 2a 2b 2c (1,5 puntos) (Sol.:a) 5, 1/5, 5, 125; b) -6, -800)
3a 3p 3 0 30 0 10

1 4 4 4

PAEG JUNIO 2015

a) Despeja X en la ecuacién matricial X - A + B =X, donde A, By X son matrices cuadradas de orden 3. ( 1 punto)

0 0 O 0 3 -2
b) Calcula X, siendo: A=|{1 0 O y B={ -1 4 0 ] (1,5 puntos)
2 10 1 1 1

-3 1 -2
(Sol.:a)X=B(I—A)'1;b)X=<3 4 0))
5 2 1

PAEG SEPTIEMBRE 2014 3B

Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que sean soluciones del sistema matricial

, 2/3 7 17/3 4
24+B = C? siendoc= (! 3 (Sol.:A:( );B:( ))
{A_B e ) s 14/3 10 8/3 11

PAEG SEPTIEMBRE 2014 3A

a) Discute, en funcion del parametro m € R, el rango de la matriz

1 3 -1

A=lpsl 3 m-1

(2 puntos)
m-1 m+3 -1
b) éPara qué del pardametro m € R existe la matriz inversa de A? (0,5 puntos)

(Sol.:a)m=#0,6 R=3;m=0 m=6,R=2;b)m=#0,6 existe A?)

pag. 54



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matematicas Il

. _ Departamento de Matematicas — IES Melchor de Macanaz
Castilla-La Mancha [iuatd

Unidad 5. Sistemas de ecuaciones

( Expresion matricial de un sistema de ecuaciones. Dado sistema de m ecuaciones con n incognitas: \

El sistema se puede expresar como A-X=B

31X1 F @12 Xg F coveereereeseeenens + a1, X, = by Matriz de los coeficientes: Matriz ampliada:
PIX1F A2 X2 F e, + a0 Xn = by a1 a2 an a;q aqo a;, b

B A=| 321 @22 az, AS= | @21 @2 ay by
31 X1 F Bz X2 F coveeereeeererseenens + Ay Xn = by am 8mp - 8m amt @mz - @m bp

Matriz de las incégnitas:

Matriz de los términos independientes:

Xn

Qialgﬁn bi # 0, se dice no homogéneo.

X4q b1
Si B=0 se dice que el sistema es homogéneo. y _ | X2 g=|P2
by

J

~

- Sistema Compatible Determinado (SCD). Tiene
una Unica solucion.

G.Tipos de sistemas segun su solucion

- Sistema Compatible Indeterminado (SCI).
Tiene infinitas soluciones.

- Sistema Incompatible (SI). No tiene ninguna
solucion.

-

J

~

g Métodos para resolver un sistema

1) Método de Gauss. Transformar el sistema en
otro sistema escalonado equivalente.

2) Método matricial, cuando A es cuadrada.
Si |A]#0 = Existe A > A-X=B >
ATAX=A1B > X=A'lB

3) Regla de Cramer para SCD.

B C2 €3] [CI B C3] _[CI C2 B
5 y 2=

K |A]

|Al

|Al J

4. Teorema de Rouché-Frobenius. Dado un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n
incognitas, siendo A la matriz de coeficientes y A*=(A|B) la matriz ampliada, se cumple:

rag(A) = rag(A*) = n (n° incognitas) = SCD (1 solucion)
rag(A) = rag(A*) <n (n° incognitas) = SCI (infinitas soluciones)
rag(A) # rag(A*) = SI (1 no tiene solucion)

5.

1) Estudiamos el rag(A). Para ello vemos cuando |A|=0 = Obteniendo valores a, b, ¢ donde vale 0.

2) Si k#a, b, ¢ 2 |A]#0 = rag(A)=rag(A*)=n = SCD (1 solucion) = Resolver por Cramer sin sustituir k.

Discusion de un sistema en funcion de un valor k.

3) Si k=a - Estudiar rag(A) que es <n y rag(A*) y aplicar el T.Rouché-Frobeinus.
Si k=b = Idem, Si k=c = Idem ...

N

<
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Problemas propuestos de la vida real

1. Mat.Aplic.CCSS — Julio 2023. En una galeria de arte disponen de cuadros de tres artistas: uno realiza arte
urbano, otro se dedica al arte abstracto y el tercero al grafiti. E1 40 % de la suma de los cuadros pintados por
el primero y el segundo es 28. El doble de los cuadros del que realiza arte abstracto equivale al triple de los
cuadros del que hace grafiti. En total, en la galeria disponen de 110 cuadros.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para determinar cuantos cuadros tiene cada artista en la galeria. (0.75 p)
b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 p)

2.Mat.Aplic.CCSS — Julio 2023. Una cooperativa manchega que distribuye tres tipos de vino, blanco, rosado
y tinto, ha recibido un pedido de 50 botellas. Se sabe que el doble de botellas de vino blanco, por una parte,
excede en una unidad al de botellas de vino rosado y, por otra parte, coincide con el quintuplo del nimero de
botellas vino tinto.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar cudntas botellas de vino blanco, rosado y tinto se pidieron.
(0.75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 puntos)

3.Mat.Aplic.CCSS — Junio 2023. La discografia de un legendario grupo de rock se reedita en tres discos (I,
IT y IIT) y las ventas totales ascienden a 70000 unidades. Sabemos que del disco III se vendieron las mismas
unidades que entre los otros dos discos juntos y que la diferencia entre las unidades vendidas del III y las del
II equivalen al triple de la diferencia entre las unidades vendidas del I y las del I.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para calcular qué cantidad de unidades de cada disco se vendieron (0.75
p)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 puntos)

4.Mat.Aplic.CCSS — Junio 2023. Un teatro ha vendido las 660 entradas disponibles que tenia para un
espectaculo. El nimero de entradas que se han vendido para jubilados es la cuarta parte de las entradas que se
han vendido para adultos. Ademas, las entradas para nifios equivalen al 10 % de las que se han vendido entre
adultos y jubilados.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para calcular como se han repartido las entradas entre adultos, jubilados
y nifos. (0.75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 puntos)

5.Mat.Aplic.CCSS — Julio 2022. El ntimero total de premios Goya recibidos a lo largo de su carrera por tres
mujeres (Isabel, Carmen y Enma) es de 15 Goyas. Si aumentamos en un premio la cantidad que ha recibido
Isabel obtenemos el triple de los premios ganados por Enma y los que recibe Enma equivalen a las tres cuartas

partes de los que recibe Carmen.

a) Plantea el sistema de ecuaciones que nos permita averiguar cu antos premios Goya han recibido cada una.
(0.75 p)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 puntos)
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Ejercicios EvAU

Modelos propuestos Curso 2022/23

1. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a € [R:

X Hay 4z = 2
X +z = a
ax +2y 4z = 3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

2. En la liga de fatbol profesional de Libertonia compiten veinte equipos. Cada equipo debe tener exactamente veinticinco
jugadores de los que tres han de ser porteros. Se sabe que la tercera parte del nimero de defensas coincide con el niumero
de centrocampistas menos el nimero de delanteros. Por otro lado, la suma de la mitad del nimero de centrocampistas y
el doble del niumero de delanteros excede en 25 unidades al nimero de defensas.

a) [1,5 puntos] Escribe el sistema de ecuaciones lineales necesario para calcular el nimero de defensas, el nimero
de centrocampistas y el nimero de delanteros que juegan en la liga.

b) [1 punto] Explica razonadamente cuantas soluciones tiene este sistema. Obtén la solucién (o soluciones) del mis-
mo.

Junio 2021/22

2. a) [1,5 puntos] Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una
agenda. ;Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos todos son mdltiplos de 50?

Julio 2021/22

1. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a € [R:

x 2y 43z = a-+1
ax +z = 0
X +y 42z = 1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.

Junio 2020/21

2. a) [1,75 puntos]| Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

T +y +z = a+1
a-z +z = a-—1
T -y +z = 3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 0, si es posible.

Julio 2020/21
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2. a) [1,75 puntos]| Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

r +ay +z = 2
T +z = a .
ar +2y +z = 3

b) [0,75 puntos| Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Junio 2019/20

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

ar —ay -z = a
axr —ay = a .
ar +2y -z = 1

b) [0,75 puntos]| Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Julio 2019/20

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

z 42y 4az = a
xr Hay +2z = a .
-z 4y 4z =1

b) [0,75 puntos]| Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Junio 2018/19

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R

ar + 2y = a’
-z + Yy 4+ z = 5 (1,5 puntos)
r — ay — z = —(4+4a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1. (1 punto)

Julio 2018/19

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R

z — (a=2)y - =z = 1
T - 2y + z = -4 (1,5 puntos)
T - 3y + az = —a?

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 3. (1 punto)
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Otros ejercicios propuestos:
Andalucia 2023 — Opcion B

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El1 60%
de los coches blancos mas el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches vendidos.
El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los coches rojos
representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que blancos.
Determina el nimero de coches vendidos de cada color.

Madrid 2022 Extraordinaria — Opcion B

Problema 22.10.1 (2,5 puntos) Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los
asistentes menores de 18 anos, 25 euros para los adultos de menos de 60 anos, y 10 euros para
aquellos de al menos 60 anos. Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de
25 euros como de las otras dos categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes menores
de edad por cada uno de aquellos de al menos 60 anos. Si la recaudacién final fue de 8300 euros,
calcule el nimero de asistentes de cada rango de edad.

Junio 2017/18

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

z + 3y — az = 4
z + ay + z = 2 (1,5 puntos)
z + 4y — 5z = 6

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 2. (1 punto)

Septiembre 2017/18
3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R.
T - Yy - z = 1
z + 2y + 2z = -4 (1,5 puntos)
x — 4y — 3z = a*-3
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = —3. (1 punto)
Junio 2016/17
3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R
ax — y 4+ z = a-4
2c + y — az = a-1 (1,5 puntos)
y — 2z = =3
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = —1. (1 punto)
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Septiembre 2016/17
3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R
az + y + z =1
z + ay + z = 0 (1,5 puntos)
r + y + az = 0

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 0. (1 punto)

PAEG SEPTIEMBRE 2016 3B

a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius (0,5 puntos)
b) Razona que un sistema de tres ecuaciones lineales con cuatro incégnitas no puede ser C. Determinado (
c) Determina para qué valores del parametro a € R el sistema

2x+3y—z+2t = 2
{ S5x +y+2z = 1 esincompatible (1,5 puntos)
X +8y—5z+6t = a

PAEG JUNIO 2016 3A

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametrom € R

xX—y+mz = 0
{ 4x — 3y + 2z = m (1,5 puntos)
-mx +y—z = 1-m

b) Calcula la solucidn cuando el sistema sea compatible indeterminado. ( 1 punto)

(Sol.:a) m#1SCD; m=1SCl; b) (x,y,2)=(1+p, 1+2u, p)

PAEG SEPTIEMBRE 2015 3A.

a) Enuncia el Teorema de Rouche-Frobenius. (0,5 puntos)

x+3y—-3z = 4
b) Razona que el sistema de ecuaciones lineales{ 2x—y+2z = 1 no esincompatible para ningtn
3x+2y—az = 5

valor a ER . (1 punto)

c) Resuelve el sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (1 punto)

(Sol.: a) Teorema de Rouche-Frébenius Un sistema de ecuaciones lineales, S, es compatible si, y solo si, el
rango de la matriz de los coeficientes, A, es igual al rango de la matriz ampliada A/B; es decir: S es
compatible & rang (A) = rang (A/B); b) a # 2 SCD; si a = 2 SCI; Sistema Compatible Va € R)

PAEG JUNIO 2015

He pensado un numero de tres cifras tal que la cifra de las decenas es la media aritmética de las otras dos.
Ademas, si a dicho niumero se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198.
Por ultimo, las tres cifras de mi nimero suman 12.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que recoja la informacion anterior y clasificalo. Para ello,
puede serte util observar que el numero cuya cifra de las centenas es x, la de las decenas y, y la de las
unidades z, puede expresarse como 100x + 10y + z. (1,5 puntos)

b) Determina, si el problema tiene solucién, el nimero de tres cifras que he pensado. (1 punto)

(Sol.: b) SCD c) 543)
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PAEG JUNIO 2014

a) Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales

x—2y+3z = 4
{ 2x—y+z = 8 con a € R es compatible indeterminado. Calcula a y resuelve el sistema para
x—5y+az = 4

dicho valor del parametro (2 puntos)
b) Para el valor de a encontrado, da una solucién particular del sistema tal que x =y (0,5 puntos)

(Sol.:a)Sia=8SCl (4+, 53 p);b)pu=1 (55, 3) ysip=3(5,5,3))

PAEG RESERVA-2013 3A

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro m nimero real.

2y —z = m
3x — 2z = 11
y+z = 6
2x+y—4z = m

b)Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible determinado (1 punto)

(Sol.:a) Sim =6; SCD; m # 6 SI; b) m = 6 SCD (5, 4, 2)

PAEG-RESERVA-2013

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x+y—z = 0
—4x—-2y+mz = 0
3x+y+2z = 0

a) Existe algun valor del parametro m para el que el sistema sea incompatible? (0,5 puntos)

b) Estudia para qué valor del pardmetro m el sistema tiene alguna solucién distinta de la trivial
x=y=2z=0. (1 punto)

c) Resuelve el sistema para todos los valores de m de R. (1 punto)

(Sol.: a) Nunca puede ser incompatible. B) Si no tiene solucidn trivial SCI R(A) < 2, si m=-1 SCl,

(-34, 51,2 1); c) m=-1,SCD y tiene la solucién trivial)

PAEG-SEPTIEMBRE-2013 3B

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetro m nimero real.
x+y-5z = -1
2x-y-3z = l-m

x-2y+2z m

(1,5 puntos)
b) Calcula la solucién cuando el sistema sea compatible indeterminado (1 punto)
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PAEG JUNIO-2012 3A

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcidn del pardmetro m € R

x+y+z
x+ 2y + 3z
mx + (m + l)y +(m-1)z
3x + (m +3) y + 4z

0
0

m — 2

m—2 (1,5 puntos)

b) Calcula la solucién cuando el sistema sea compatible determinado (1 punto)
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Unidad 6 - 7. Vectores. Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos.

Esquema de repaso:

~

&

(. Vector en el espacio.

- Llamaremos vector fijo AB al segmento
orientado de origen A y extremo B

- Diremos que 2 vectores son
equipolentes si tiecnen el mismo ~ A
modulo, direccion y sentido.

- Llamaremos vector libre ¥ al conjunto de todos
los vectores equipolentes.

- Las coordenadas del vector AB se calculan

{aciendo B-A = (bi-a1, b2-az, bz-a3).

/

3. Base en el espacio. Coordenadas de un vector

- Una base en el espacio es un conjunto de 3
vectores L.Independientes entre si de forma que
cualquier vector se puede expresar como C.Lineal
de ellos.

- Si 3 vectores son perpendiculares se dice que
forman una base ortogonal. Si ademas tienen
modulo 1 forman una base ortonormal.

- La base canénica es i(1,0,1), j(0,1,0), k(0,0,1)

- Dada la base {u, U, W}, cualquier vector p se
expresa de forma unica como p=au + bv + cw .
Diremos que (a,b,c) son las coordenadas de p
respecto a esa base.

4. Producto escalar.

-

- Producto escalar i - ¥ = |u] - |¥] - cos (&, V)

- Expresion analitica U - ¥ =uivi+uavatusvs

- Médulo de & — [u| = JJuZ + uZ + u2

u

<

- Angulo de 2 vectores cos(, V) =

<

|-

I
- Interpretacion geométrica del producto escalar:

Producto escalar es el producto del médulo de un
vector por el médulo de la proyeccion del otro v’

] ;

o v’ A u

v = |_v)|cos (L v)

- Ulve—su-v=0

~

6 Vectores L.Dep/Independientes.

- Un vector W se dice que es C.Lineal de un
conjunto de vectores {uy, uz, ..., U2} si es posible
encontrar numeros reales ki,k, ..., ks tal que
kiuitkoust. .. tkoun = 0.

- Un conjunto de vectores son L.Dependientes si
cualquier de ellos se puede poner como C.Lineal
de los demas.

- Un conjunto de vectores son L.Independientes
si ninguno se puede expresar como C.Lineal de los
demas.

. Como saber cuales son L.Independientes?.

Para determinar la dependencia lineal de un grupo
de vectores, los colocamos como filas de una
matriz A. El rango de esa matriz es el nimero
vectores L.Independientes.

Si |A]#0 = Son todos L.Independientes.
Observacion:

- Tres vectores son L.Dependientes si son paralelos
(estan en el mismo plano: coplanarios).

- Tres vectores son L.Independientes si estan en

planos distintos.

a

%
<

Producto vectorial.
- El producto vectorial de @ y ¥ es un vector uxv
perpendicular a il y ¥, de sentido igual al avance de
un sacacorchos al girar de & a ¥ y de médulo
[uxv| = [ull|v|sen (L V).
UxV
.
v
L . X
- Expresion analitica: .
» » >
ik :
’ ’ .yl z] z] xl x] yl
UXVvV=1x »n z|= s~ Pl
noozl lze x|k v,
Xy, Vo Z o5 2 ml
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6. Aplicaciones del producto vectorial. Propiedades. |OX\_/)| \
. R Area de wn hia’ngulo’T
Area de un paralelogramo=|UXV|

Propiedades

DUuxv=02>u=06v=00u= kv (paralelos) //2) Anticonmutativa ixv = —vxu // 3)Distributiva
Qk(ﬁ)xﬁ) = (kw)xv = ux(kv) // 5) U y ¥ son perpendiculares a uxv

{Producto mixto. Interpretacion geométrica: \

—

Producto mixto a [u, U, W] = U - (VxW)
U Uy

v, v, Uy
Wiy W Ws

VOLUMEN DE U PARALELEDfepg V0 UREN D2 O TETRASIO
1[5, W]

[0V, W] | e

— —

Expr.analitica [u, U, W] =

Propiedades
1) [u,v,w]=—[?,u,w] (Propiedad Deter)

y ____/
2) 3 vectores L.Dep (coplanarios) =
su producto mixto es 0.
U

\_ /
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@mciones de la recta en el espacio.
Pun{o A(XO, Uo., ZO)

v’

CCUACION CONTINUA  X—Xo _Y=Y% _2—%o
vpoovqov3

Ax+By+Cz=D
Ax +Bay + 09z =Dy

ECUACION IMPLICITA

\

Vector director V (Vl, Va, V3)

Sl no lienes 9[ V@(IUL con JOS PUHIOS Je lO re({a pUGdQS ha“orlo AB

[CUACION VECTORIAL (x, y 2 o up 29 *t (v vy v5)  teR -
T ipuldad e vechoes
X= Xp*t v PARA OBTENER PUNTOS DE
' i = Untt: LA RECTA BASTA CON QUE
ECUACION PARAME TRICA U- Yo t. vy teR oS VALORES A LA ¢
2= 2o V3

|gUﬂlO JOS a dOS para oHener lGS (]05 QCUGCiOHESg

—

RESUELVE EL SISTEMA PARA HALLAR

PUNTOS DE LA RECTA (RECUERDA QUE
SCI — 1 PARAMFTRO)

y

ﬁcuaciones del plano en el espacio.

Punto A (xo, ug , 20)
E(UAUON VECTORIAL (x, y, &)= (xo,ug, 20) *t (U1, Uz, U3)

X=Xo *Lu|*s v
Y Yo ttug s vy
2=2p LUz *s V3

ECUACION DARAME TRICA

Dos  vectores U(U|, U, Uj) gV(V| ,Va, Vj)

> = =
- Vecor n = v
v eClo s
norma ')
D,W{O /.‘ L4

N

+s (v, v, v3)

-
U

ECUACION IPLICITA

X=Xo Y=Y Z=%
Ax+By+Cz=D U U2 U3 =0
Vedorn=(A.8,0 | VI V2 V3

Ecuacion conocido punto P(xo,y0,20) y

Qs: 4 puntos A,B,C y D coplanarios = det(A—)B,A—)C,ﬁ) =0

vector normal 7i(a, b, ¢)

a(x-xo)+b(y-yo)+c(z-zo)=0
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10. Posicion relativa de 2 rectas el espacio.

Paralelas Secantes Se cruzan

- Posibles posiciones: Coincidentes

- Estudio mediante vectores directores y puntos que las determinan. 1:<A, u>, s:<B, v>

I. Siu // v >Coincidentes (si A pertenece a s) y paralelas (si A no pertenece a s)
11. Si % no es paralelo a ¥ - Se cortansi % , # y AB son L.Dep > det(@i , B, AB) =0
Se cruzan si det( , B, AB) # 0
- Estudio con los rangos a partir de vectores directores y puntos
u, v w, v, a;—b
<A, u>, s:<B, v> > M=<u2 v2> M/N=<u2 vy a4z — bz)
u'3 v3 u3 1]3 a3 - b3

Las rectas se cruzan.

rangM) =2 y rang (M/N)=3
//7 s
t

rang (M) = 2 = rang (M/N) Las rectas se cortan en un punto. ;

rangM)=1 y rang (M/N) =2 Las rectas son paralelas.
S

rang (M) = 1 = rang (M/N) Las rectas son coincidentes.

- Estudio con rangos con rectas con ecuacién en forma implicita

Ax+By+Cz+D = 0 A'x+B"y+C’z+D”" = 0

V. S:
Ax+By+Cz+D = 0 A"'x+B"y+C"z+D" = 0

A B C A B C D

A B C A B C D
M= A=

4" B Foud 4" B” C° D

A" B” C” 4" B” C” D~

I. Si rag(M)=3 y rag(A)=4 - SI (S. Incompatible) - Se cruzan
I1. Si rag(M)=3=rag(A) = SCD (S. Compatible Determinado) - Secantes

II1. Si rag(M)=2 y rag(A)=3 > SI (S. Incompatible) - Paralelas

IV. Si rag(M)=2=rag(A) = SCI (S. Compatible Indeterminado) - Coincidentes
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mosici(m relativa de 2 planos en el espacio.

- Estudio mediante vectores normales. [11:<A, n;>, [12:<B, n,>

I. Sin; // ny~>Coincidentes (si A pertenece a [ I2) y paralelos (si A no pertenece a [2)
I1. Si 7y no es paralelo a i, = Se cortan en una recta.

- Estudio con los rangos a partir de las ecuaciones implicitas

n:Ax+By+Cz+ D=0 (M/N)=(A B C —D)
n:Ax+By+Cz+D"=0 Al B :CIl=D

rang (M) = 2 = rang (M/N) Los dos planos se cortan en una recta.

rang (M) =1 y rang (M/N) = 2 Los dos planos son paralelos. 1

rang (M) = 1 = rang (M/N) Los dos planos son coincidentes. y
K Ve =5 /

12. Posicion relativa de 3 planos en el espacio. Ecuaciones en forma implicita

n:Ax+By+Cz+D=0 & B €] ~D )
mAx+By+Cz+D =0 MmN =|A B C —o"
n:A"x+B"y+C"'z+D" =0 A B Cl =D

rang (M) = 3 = rang (M/N) Los tres planos se cortan en un punto.

m,
Dos planos son paralelos y el otro los

& 4 ey
corta en dos rectas paralelas. i ,/ - /
a3 / ll'

rang (M) = 2 y rang (M/N) = 3

Los tres planos se cortan dos a dos en
tres rectas paralelas.
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12. Continuacion ... (Posicion relativa de 3 planos en el espacio)

Dos planos son coincidentes y el otro
los corta en una recta.

rang (M) = 2 = rang (M/N)

Los tres planos se cortan en una recta gy

=R,
Dos planos son coincidentes y el otro
es paralelo.

rang (M) =1 y rang (M/N) = 2

Los tres planos son paralelos. %, /
y % 4
/ i Ty

X, =%,=K,

rang (M) = 1 = rang (M/N) Los tres planos son coincidentes.

13. Posicion relativa de recta y plano.

- Estudio con d vector director de la recta y & vector normal plano. Si d -7 = 0 = Son perpendiculares y
por tanto, son coincidentes o paralelas (falta ver un punto de una en la otra). Sid -7 # 0 = Secantes.

- Estudio con rangos con ambas ecuaciones expresadas en forma implicita.

n:Ax+By+Cz+D=0 A=g=C | =D}
G Ax+By+Cz+D=0 (M/N)={A' B G —D']
"|A"x+B"y+C"z+D" =0 VAL B Gl =D
r -
. P n
rang (M) = 3 = rang (M/N) La recta y el plano se cortan en un punto. //
r
rang(M) =2 y rang (M/N) =3 La recta y el plano son paralelos. L

r n
rang (M) = 2 = rang (M/N) La recta esta contenida en el plano. ///
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14. Haz de planos.

- Haz de planos paralelos. La ecuacion del haz de planos paralelos a uno dado p : Ax + By +Cz + D =0
es de la forma Ax + By +Cz + K =0 . Para determinar K, necesitamos un punto del plano del haz, que
sustituiremos en la ecuacion del plano del haz.

- Haz de planos secantes en una recta.
Ax+By+Cz+D = 0
Ax+By+Cz+D’ 0

Sealarectar: {

El haz de planos que se cortan en la recta r tiene la siguiente expresion:
a(Ax+By+Cz+D)+ f(Ax+By+Cz+D)=0,con a y £ nimeros reales.

La ecuacion del haz engloba al conjunto de planos que se cortan enr.

@ngulos entre rectas y planos. \

....... A’ngulo entre dos reclas: -+ eeeeeeeeeeeeens -
l |

cos(ec) = Cog(fl r;l) |COS(VI V;Z)I |V ||V—»| ol

A,ngu[o entre dos planos
- eos(my, ) =[eos(n] 17

............ fingulo entre recta y plano oo
o (3| Pl

e /
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16. Distancias entre puntos, rectas y planos.

- Distancia entre 2 puntos 2> d(A,B)=|ﬁ| = /(b — a;)? + (b, — a3)? + (b3 — a3)?

- A0xU
- Distancia entre punto y recta > Py ri<A, u> > d(A,r)Z%
Otro método: E r
1) Hallar plano [] perperdicular a r y que contiene a P Ple 0 Tﬁ
(Vector normal al plano = Vector de la recta)
2) Calcular punto Q intersecciondery [] L

3) d(P,r) =d(P,Q)

Proyeccion ortogonal de un punto P a una recta r = Calcular plano perpendicular a r que pasa por Py
hacer la interseccion con la recta r.

- Distancia de un punto P a un plano [ 2> P(x1,y1,21), [[: Ax+By+Cz+D=0

|AX1+By1+Czl+D|
dP, [D=
®ID VA2+B24(C?2 Iy
Otro método: s 0 T ﬁ

1) Hallar la recta r perpendicular a [ que pasa por P
2) Hallar Q la interseccion de la recta r con el plano [ ]

3) 4@, ID=d(P,Q)

Proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano [[ = Es la recta interseccion del plano [ ] con un
plano [['perpendicular a [ [ que contiene a la recta r.

- Distancia entre 2 rectasr y s. 5/.%

1//s (pararelas) = cogemos un punto de r y hallamos la distancia a s
rno paralelaas = r\ﬁi
Hallamos plano [] paralelo a s que contiene a r (1 = u,xu;) = d(r,s)=d(s, I]) T

Volumen del paralelepipedo _ |[ur’u5'AB] |

Otro método: d(r,s) = con A y B puntos cualquieradery s

Area Base |‘[[7jxﬁ§|
- Distancia de una recta r a un plano []. r A./ .
Si se cortan d(r, [1)=0. Si no se cortan, d(r, [[)=d(P, []), P un punto de la recta.

- Distancia entre 2 planos [y []".

Si[I//IT'y P es un punto de [1 = d(ILIT)=d(P, I1") r
- Recta perpendicular a 2 rectas que se cruzan.

Hallar plano [Ir que contiene rectar r y vector W = u,xu, (perpendicularary s)

Hallar plano [Is que contiene s y vector w = U, xu, (perpendicular ary s) ¢

La recta perpendicular t es la interseccion de [[ry [1s 7R =uxy

pag. 70



m Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matematicas I

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Castilla-La Mancha

Junio 2022/23

3. Seanelpunto A(1,1,a) yelplanom = b-x+y+z=1,conab ER.

a) [1,5 puntos] ;Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el plano Ty éste tenga
como vector normal uno que es perpendicular al vector u = [1, 2, 0)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacién de la recta perpendicular al plano my que
pasa por el punto A.

6.

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es perpendicular
alos vectores u” = (2,2,0) yv_ = (0,0, -1).

1 1 11
8. a) [1,25 puntos] SealamatrizA = (0 1 2 1) . Calcula el rango de A.
21 01

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la interseccién de los planos m1 = x+y+z =1, m = y+ 2z = 1. Por
otro lado, consideraremos el plano m3 = 2x + y = 1. Determina la posicién relativa de la recta r y el plano ms. El
resultado del apartado anterior te puede ayudar.

Modelos propuestos Curso 2022/23

x=14+A4+uy
X— y z
3. Dadalarectar: —=1-=5yelplanon= y=A—u ,Au € R
z=—1+42A

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicién relativa de la recta ry el plano 1.

b) [1,25 puntos] Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano perpendicular al plano 7y que contiene a
larectar.

4.

b) [1,5 puntos] Dados los vectores U = (—1,0,—2),v = (a,b,1) yw = (2, 5, ¢), halla razonadamente el valor de
a, b, ¢ € IR para que los vectores Uy v sean ortogonales y para que el vector w sea igual al producto vectorial de
uyv.

8.  a) [1,25 puntos] Sea rla recta determinada por el punto P(1,0, 1) y el vector v = (1, —1, 0). Calcula el punto de r
mas cercano al punto Q(0, 0, 1).

X =.2A x = —1
3. Seanlasrectas r = y = —A | s= y = u , donde Ay u son los parametros y a € [R.
zZ = a z = —5u

a) [1,5 puntos] Estudia su posicion relativa en funcién de los valores que toma a.

b) [1 punto] Encuentra razonadamente un plano que contenga a sy que sea paralelo ar.
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4.

b) [1,5 puntos] Sea el tetraedro cuyos vértices son los puntos A = (a,0,1), B = (1,3,0),C = (0,1,0) y
D= (1, 1, 1), con a € [R. Halla los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.

5. a) [1,25 puntos] Sean los puntos A = (1,0, —1), B = (2,3,0)yC = (a,b,1), con a, b € [R. Obtén el valor de a
y b para que los tres puntos estén alineados.

Junio 2021/22

4. Sean las rectas

x = 2A x = —1
z = a z = —dy

donde Ay u son los parametros y a € [R.

a) [1,5 puntos] Estudia su posicioén relativa en funcion de los valores que toma a.

b) [1 punto] Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y que sea paralelo a r.

5. a) [1 punto] Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccion de los planos m; =
x=y+1ym =y+2z=25.

6. a) [1,5 puntos] Estudia el rango de la matriz M en funcién del parametro m € [R, siendo

<
Il
AN

m 1
1 m
1 2

3 © o

b) [1 punto] Sean los planos 1y = 2x+my =1, 1m, = 2x+y = my m; = 4x+ y+ mz = 2. Estudia su posicion
relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.

7. a) [1,25 puntos] Sean los vectores u = (1,1,1) yv = (1,0, 1). Calcula el plano que pasa por el punto A = (0, 0, 1)
y con vector normal el producto vectorial de Uy V.

Julio 2021/22

4. Seaelpunto A= (1,0,1) yelplanom = x+y+z = 8.

a) [1,5 puntos] Calcula la recta perpendicular a 7y que pasa por A. ;En qué punto se cortan la recta y el plano?

b) [1 punto] Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de  igual que A, es decir, el punto simétrico
de A con respecto a 1.

5. a) [1 punto] Seael planom = x — 3y + z = Oy los puntos A = (0,0,—1) y B = (1,1,1). Obtén el plano
perpendicular a 1my que contienea Ay B.
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6. a) [1,5 puntos] Sea el tetraedro cuyos vértices son los puntos A = (a,0,1), B = (1,3,0),C = (0,1,0) y
D = (1,1,1), con a € [R. Halla los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.

Junio 2020/21

4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1,0,1) y la recta r = ’“'li =4= % Calcula razonadamente la

distancia del punto P a la recta r.

=0 42X
b) [1,25 puntos] Sean las rectas s = ¢ y=1 —-2-a-A yt = =1 = _&11 = 252, Calcula
z=0 <42\

razonadamente el valor de a € R para que las dos rectas sean paralelas.

Junio 2020/21

5. Sean los puntos A(0,0,1), B(2,1,0), C(1,1,1) y D(1,1,2).

= [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

= [1,25 punto] Calcula razonadamente la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C, y
la de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

Julio 2020/21

4. Sean los planos my =a-z+y+2-2=3ym=2-z—-y+a-z2=0.

a) [1 punto] Determina razonadamente el valor de a para que los planos m; y 7 sean perpendicu-
lares.

b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2,0,1) al plano ;.

Junio 2019/20
z = —14A—pn
6. Dados los planos m1 =22+ y+2—-2=0 y m=<{ ¥y = =A+pu
z = —=2+42)

a) [1 punto] Calcula razonadamente el dngulo que forman los dos planos.

b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,-3,2) y
los puntos de corte del plano 7 con los ejes coordenados.

Junio 2019/20
z = —=14p B -
7. Dadoselplanom=<{ y = 14+ A+4ap ylarecta 55{ :—23/ = 1_3b .
z = 142 \—pu =

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los pardmetros a y b para que la recta s esté
contenida en el plano 7.

b) [1 punto] Si a =0 y b = 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r
que pasa por el punto P(1, -1, —8) es paralela al plano 7 y perpendicular a la recta s.
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Julio 2019/20

z—-2y—2 = 0

6. SeanelplanowEm+2y—z—4=0ylarECtaTE{ y—2z—-2 = 0"

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2, 1) al plano .

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el drea del tridngulo que forman el punto interseccién de
la recta r con el plano 7, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,1,1).

Julio 2019/20

|
=

22 -2y = _z z—1
7. Dadaslasrectasr:{ ; _ 0’ 553 5 =71 y el punto P(-1,0,2).

a) [1,25 puntos]| Determina razonadamente la posicién relativa de las rectas r y s.

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacién general del plano que pasa por el punto P y es
paralelo a las rectas r y s.

Junio 2018/19

4A. Dados los puntos A(1,2,0), B(0,-1,2),C(2,-1,3) y D(1,0,1) :

a) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que contiene a la recta que pasa por Ay By
es paralelo a la recta que pasa por C'y D. (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B,C' y D.

(1,25 puntos)

Junio 2018/19

z—1 'y z+1
3 1 2

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el

punto @, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a 7 que contiene a P. (1,25 puntos)

4B. Sean la recta r = , el punto P(3,1,-1) yel planor =2z +y — 2z = 0.

Julio 2018/19
z—1 z z=1+A+p
4A.Dadalarecta7‘z—=g=—yelpla1107r5 Yy=A—p A peR.
-1 1 2
z=-=142\

a) Determina razonadamente la posicién relativa de r y 7. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano perpendicular al plano 7 y que contiene a la
recta r. (1,25 puntos)

Julio 2018/19

4B. a) Dados los vectores @ = (—1,0,-2), ¥ = (a,b,1) y @ = (2, 5, ¢), halla razonadamente el valor de a,
by ¢ para que los vectores 4 y ¥ sean ortogonales y para que el vector @ sea igual al producto vectorial
de 4y v. (1,5 puntos)

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(—1,3,1)
y es perpendicular al plano m# = z + y + 22 — 3 = 0. Comprueba si los puntos Q(1,5,5) y R(0,4,2)
pertenecen o no a la recta. (1 punto)
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Junio 2017/18

4A. Dado el plano a = 4z + 2y + 4z — 15 =0 y el punto A(2,-3,1):

a) Calcula la distancia del punto A al plano a. (1 punto)

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano « sea
igual que la distancia del punto A al plano . (1,5 puntos)

Junio 2017/18

4B. Dados los vectores @ = (0,1,1),7 = (1,1,-1) y @ = (2,0, 3):

a) Determina el valor de A € R tal que el vector & — A¥ sea perpendicular a . (1 punto)

b) ;Son linealmente dependientes los vectores u, ¥ y w? Razona la respuesta. (0,5 puntos)

¢) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el punto
P(2,0,2) y que sea perpendicular simultdneamente a los vectores @ y ¢. (1 punto)

70]

eptiembre 2017/18

4A. Dados los puntos A(—1,3,0), B(2,0,—1) y la recta r interseccién de los planos a =z — 2y — 6 =0
yB=2y+2=0

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (0,75 puntos)

b) Encuentra razonadamente el punto de la recta r cuya distancia al punto A sea minima. (0,75 puntos)
¢) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que pasando por A y B sea paralelo a la recta
r. (1 punto)

Otros ejercicios propuestos:
Madrid 2023 — Opcion A

Problema 23.1.3 (2,5 puntos) Un depésito en forma de paralelepipedo, de base cuadrada ABCD,
apoya completamente su base sobre una rampa en un local, quedando una arista superior pegada
al techo. Se considera un sistema de ejes, con los semiejes positivos en un rincén del local. La arista
inferior paralela a la que se apoya en el techo y no en su misma cara, tiene vértices de coordenadas
A(1,1,1) y B(1,3,1). La ecuacién del plano que contiene a la rampa es 4z — 3z = 1 y el vértice
sobre el punto A es A'(1,1,6). Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular una ecuacién del plano que contiene a las aristas AB y AA’.

b) (1 punto) Calcular los otros dos vértices, C'y D, de la base.

¢) (1 punto) Calcular el volumen del depdsito.

Andalucia 2023 — Opcion B

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto medio
corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo cuyos vértices son
los puntos A, By C.
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Andalucia 2023 — Opcion B

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Considera el punto A(-1, 1, 3) y la recta » determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, —1)

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.
b) Calcula el 4rea del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Madrid 2022 — Opcion A

Problema 22.3.3 (2,5 puntos) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1,1,1) se ha
podido seguir la trayectoria de una particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r =

{ 2z —y =10
rz—2z=-90

a) (0,5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria
incide con el plano z = 0.

b) (1,25 puntos) Calcule la posicién més préxima de la particula al dispositivo l4ser.

c¢) (0,75 puntos) Determine el d4ngulo entre el plano de ecuacién z + y = 2 y la recta r.

Madrid Modelo 2022 — Opcion A

Problema 22.1.3 (2,5 puntos) Una sonda planetaria se lanza desde el punto P(1,0,2) y sigue
una trayectoria rectilinea que pasa por el punto (3, 1,0) antes de impactar en una zona plana de
la superficie del planeta, que tiene por ecuaciéon m = 2z — y + 2z + 5 = 0. Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular las coordenadas del punto de impacto y el coseno del dngulo entre la
trayectoria de la sonda y el vector normal al plano 7.

b) (1 punto) Sabiendo que la alarma de proximidad se dispara antes de llegar a la superficie
cuando la distancia al planeta es 1, determinar en qué punto estard la sonda al sonar la

alarma.

Madrid Junio 2021 — Opcion A

Problema 21.6.3 (2,5 puntos) En un laboratorio se lanza un rayo laser desde el punto P(2,3, —5)
en la direccién del vector ¥ = (—1,-2,2), para que impacte en una placa metdlica plana de
ecuacion m = 3r — 2y — 2z = 1, con el fin de perforar un orificio.

a) (0,75 puntos) Calcule las coordenadas del punto de impacto.

b) (0,75 puntos) Si el 4ngulo entre el ldser y el plano es menor a 45°, el rayo sera reflejado y no
se realizara el orificio. Determine si ese es el caso.

¢) (1 punto) Para optimizar la velocidad de perforacién, se decide lanzar el rayo desde P en
direccién perpendicular a 7, y lanzar simultdaneamente otro rayo, también perpendicular a
7, desde un punto situado al otro lado del plano y a la misma distancia de m que P. ;Dénde
habria que situar el origen del segundo rayo para que ambos impacten en el mismo punto del

plano?
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Castilla LLa Mancha
Septiembre 2017/18

4B. Dados los puntos A(—1,2,0), B(1,0,—-4) y la recta

r=1-\
r=¢ y= A AeR
z2=34+A

a) Calcula razonadamente un punto C' de la recta r que forme con A y B un tridngulo isésceles con el
lado desigual en AB. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a la recta r y al vector
A_é y que pase por el punto A. (1 punto)

Junio 2016/17

4A. Dado el punto P(2,0,—1) y las rectas

r

-2 y+1 =z _Jz-y+22+4=0
-1~ 2 “o0 7 z+z+1=0
a) Determina razonadamente la posicién relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que pasando por P es paralelo a r y a s.
(1 punto)

Junio 2016/17

4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta, en su forma general o implicita, que contiene
a los puntos P(0,1,-2) y Q(4,-3,0). (1 punto)
b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P y @ y que pertenezca a la recta

rT=2+A
r=4q y=-XA AeR. (1,5 puntos)
z= =5

Septiembre 2016/17

4A. Dados los planos a = —x+2y+2+42=0 y f=-2y+2=0
a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los puntos
de interseccién del plano a con los tres ejes coordenados. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién general o implicita de la recta paralela a los planos a y 3 que
pase por el punto P(0,—1,3). (1 punto)

Septiembre 2016/17

4B. a) Halla razonadamente el valor de a € R para el cual el plano a = 2 —y — az + 5 = 0 es paralelo a
la recta 0
r= xT . —iS = % (1,25 puntos)

-3
b) Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,3) a la recta r = el y—1=z

(1,25 puntos)
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JUNIO 2016 4A

Sear la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v (1, -1, 0)
a) Calcula el punto de r mas cercano al punto Q(0, 0, 1) (1,5 puntos)
b) Calcula el punto simétrica de Q respecto ar. (1 punto)

(Sol.: a) R(1/2, 1 /2, 1); b) Q'(1,1,1)

JUNIO 2016 4B

Dados los planos

m:ax+y+2z=2 m:Xx+y+z=0 ym':x+ay+z=a dondea €R, se pide:
a) Estudiar la posicidn relativa de los planos anteriores en funcion del parametro a € R (1,5 puntos)
b) Para el valor a = 1, calcular la distancia entre "y m"". (1 punto)

(Sol.: a) a# 1, 2 Se cortan en un punto los tres planos, sia=1 1"y " son paralelos y 11 los corta en dos rectas

paralelas; si a = 2 se cortan dos a dos en tres rectas paralelas)

SEPTIEMBRE 2016 4A

Dadas las rectas

5 x = —1+4+2y
r:2—x=y—2=§ y s:{y = —-14+vy ,y€eRdondecE€ER,sepide:
z = c¢—3y

a) Estudiar la posicion relativa de r y s en funcion del parametro ¢ € R. (1,5 puntos)
b) Halla el punto de interseccion de r y s cuando dichas rectas sean secantes. (1 punto)

(Sol.: a) c # 3 las rectas se cruzan; b) c = - 9, punto de corte P(3, 1, -3))

SEPTIEMBRE 2016 4B

Dados los planos

x = 14+u+y
m:2x-3y+z=0y o3y = u—v W,y € Ry el punto P(2, -3, 0)
z = 242u+y

a) Hallas la ecuacion continua de la recta r que pasa por P y es paralela a la recta s determinada por la interseccion

demyTt (1,5 puntos)
b) Calcular el angulo entre los planos my ™" ( 1 punto)

(Sol.: a) Para conocer el vector director de T ' se hallara el producto vectorial de los vectores que lo engendran

3 z
= f — — i — 0 ’ o
v=(57,11),r: = B 11,b)4546)
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JUNIO 2015 4A.

—x+y+2z

y+z : (1) (1,25 puntos)

a) Calcula la distancia del punto P(-1, 2, 0) a la recta {

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de r. (1,25 puntos)

(Sol.: a) Hallaremos un plano 1 que contenga el punto P y que sea perpendicular a la recta dada. Una vez hallado el

plano se calculara el punto Q de interseccion del plano y la recta, el modulo del vector PQ es la distancia pedida.

M:x-y+z+3=0;d =v2u;b)P'(1,2-2))

JUNIO 2015 4B.

Dados los puntos A(1,A+1,-1),B(2,A,0)yC(A+2,0, 1), se pide:
a) Estudia si existe algun valor del parametro A €R para el que A, B y C estén alineados. (1,25 puntos)
b) Para A = - 1, da la ecuacioén implicita del plano que contiene a los puntos A, By C. (1,25 puntos)

(Sol.: a) A = 1; b) Para determinar el plano 1T debemos de halla los vectores AB, AC y AG, siendo G el punto
generador del plano. M: x +y —1=0)

SEPTIEMBRE 2015 4A.

Dada larectar = {Zxx—_yz+ z : i

a)Da la ecuacion implicita del plano I perpendicular a r que pasa por el punto P(2, 1, 1) (1,25 puntos)

b)Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los tres puntos que resultan al hacer
la interseccion de I con los ejes coordenados (1,25 puntos)

(Sol.: a) El plano buscado 1 como vector director el de la recta r, que es perpendicular al vector PG, siendo G el

punto genérico del plano, siendo el producto escalar, de ambos vectores, nulo y la ecuacién pedida del plano.

M:x+3y+z-6=0;b)V=(1/6)72=12u3)

SEPTIEMBRE 2015 4B.

Dados el planos T=x+ay + 3z=2,a€Rylarectar ={x ; 2ytz :__1
x—y =0

a) Halla a para que 1 y r se corten perpendicularmente. (1,25 puntos)

b) Halla a para que 1Ty r sean paralelos (1,25 puntos)

(Sol.: a) Los vectores directores de la recta y el plano que cumplen la condicién de perpendicularidad son iguales o
proporcionales a = 2: b) Si la recta y el plano son paralelos sus vectores directores son perpendiculares y, por ello, su

producto escalar (¢) es nulo, a = - 5)
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JUNIO 2014 4A

x+2y—z =1 { x+y

_ =0
x4y—3z —,YS= 3x + 2y + 2 =asec;orten en un punto (1,25 puntos)

a) Halla a€ R para que las rectas r = {

b) Para dicho valor de a da la ecuacién implicita de un plano & que contenga ary s. (1,25 puntos)

(Sol:a)a=-1;b)m:x+2y—-z-1=0)

JUNIO 2014 4B

x+z

2x+y+az =0 a € R se pide:

Dadoselplanor =x-y=4yla rectarz{

a)Estudia si existe algun valor del parametro a para el que r y = sean paralelas (0,75 puntos)
b)Estudia si existe algun valor del parametro a para el que r y m se corten perpendicularmente (0,75 puntos)
c)Para a = 1, da la ecuacion implicita de un plano ©” que contenga a r y corte perpendicularmente a 7 (1 punto)

(Sol.: a) a = 3; b) No son perpendiculares,; c) n"=x+y+ 1=0)

SEPTIEMBRE 2014 4A.

a) Estudia la posicion relativa de lasrectasr=x=-y=z y s=x=y=z-2 (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y s. (1,25 puntos)

(Sol.: a) Las rectas r y s se cruzan en el espacio; b) Calcularemos un plano 1 que contenga a la recta s y sea

paralelo a la recta r. Tomaremos un punto R cualquiera de la recta r (el indicado en su ecuacion, por ejemplo) y

hallaremos la distancia de este punto al plano : x —z -2 =0, que es la distancia buscada. d(r, s) = V2 u)

80.- SEPTIEMBRE 2014 4B.

a) Estudia la, en funcién del valor del parametro a € R, la posicion relativa de los planos
nl= x+y—z =3

n2= x—y+az =-1 (1,5puntos)

n3= ax+y—z =5

b) Calcula, en funcion del parametro a, la distancia entre los planos 1 y 2. (1 punto)

(Sol.: a) a=1, m1 y 3 son planos paralelos, 11 y 112 se cortan en una recta y 1 2 y 7 3 se cortan en una recta; si a

# 1 se cortan en un punto; b) a # 1 los dos planos se cortan en una recta; si a = 1 los dos planos son paralelos y la

23
distancia es T\/— u)
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Unidad 8. Estadistica y probabilidad.

ﬂxperimento aleatorio. Espacio muestral. Sucesos. \
EXPERIMENTO ALEATORIO Un fenmeno o experiencia se dice SUCESO ALEATORIO Es un suceso que ocurrira’ o no
aledtorio cuando dl repe{irlo en condiciones andlogas no se puede dependien&o del azar
predecir el resultado. Si por el contrario, se puede predecir el resultado SUCESO ELEMENTAL Cado elenento del espacio muestral £ se
de una experiencia antes de realizarla, se dice que el experimen{o oS llama suceso elemental
determinista.

El (OﬂjUH{O formado por {OAOS lOS SUCesos (]Gl ESPGCiO mues{ral e

ESPACIO MUESTRAL es el conjunto de todos los posibles resultados de lona ESPACIO DE SUCESOS . Es decir el espacio de sucesos

un experimen{o dleatorio y e represen{a por Q.f. esta fornado por fodos los sul)conjun{os del espacio nuestral.

Si la experiencia oleatoria:lanzar una moneda £ = {C, X}, el

espacio de sucesos S = {Q {C}, {X}, {C, X}}
\_ | %
~N

2. Tipos de sucesos

SU(QSO elemen{al {ormaJo por-un SUIO elemenio A = {3} iJCGSO com@jormado por dOS 0 mds elemen{os B = {3, 5}

Suceso imposible es aquel que nunca se realiza, se representa por @. Suceso sequro es el que se realiza siempre, L1 o £

SU(GSO con{raric 0 complemen{ario de A y §e represen{a por A’ (ll Suceso que se realiza CU(lﬂdO no se realiza A, Sea E = {3, 4‘, 7, 8}

siendo A={3}, el suceso contrario a A seria E = {4, 7, 8}. E

- J
ﬁ)peraciones con sucesos \

Suceso unidn de dos sucesos Ay B es el suceso que se realiza cuando lo hacen A 6 B (0 ambos). Se
representa porAUB

Suceso interseccion de dos sucesos Ay B es el suceso que se realiza a la vez el suceso Ay el suceso B.
Se representa por A N B.

Diferencia de sucesos: A — B (se lee A menos B) es el suceso formado por los todos los casos de A que
no son de B. A-B=(ANB)

Sucesos incompatibles: dos sucesos, Ay B, se llaman incompatibles cuando no tienen ningun caso
comun. Es decir, cuando A N B = @. Los sucesos incompatibles no se pueden verificar
simultaneamente.

Sucesos compatibles: dos sucesos Ay B son compatibles si pueden obtenerse simultaneamente. Es
decir

ANB #@.

Algunas propiedades importantes

- SiACB,entoncesAUB=B y ANB=A

- LeyesdeMorgan: AUB =AnB y AnNB

1
N
C
ou]l

/
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Continuacion (Operaciones con sucesos)

UNION DE SUCESOS Dados dos sucesos A y B se llona wnidn de
Aydyse represenia por AUB, ol suceso formado por todos los

Ayfoded.

(9

DIFERENCIA DE SUCESOS Dados dos sucesos A y B se llona suceso
dferencia de A y By s representa por ANB o A-B, ol suces
AnB . O 500, A\B 95{0’ [Dr'ﬂdﬂ por {UJOS los elemeﬂlm de A que

no estan en B.
®) [
A-3=A\b

B-A=f\A

elementos de

AUS

SUCESOS INCOMPATIBLES  Dos sucesos A y B cuya interseccidn es el suceso imposible

se llamon sucesos incompatibles. Un suceso y su conrario son siempre incompaibles

INTERSECCION DE SUCESOS. Dados dos sucesos A y B se lloma suces
inferseccidn e A y B y se represenla par ANE ol suceso que e

formada por fodos los elementos de A y ¢

(OHPLEHENTARIU Dado 8[ juceso A ie “amu suceso complemenlanu

J A A OI suceso [DFIIO 0 por lOS EIEIGH{OS dl! E que no esfon en A

SIMU“OHQUWN[E

'y

ANB

L O
(-

AUB

‘ nB-0

ﬂrecuencia Absoluta y relativa de un suceso A

Se llana FRECUENCIA ABSOLUTA f. de un suceso A ol nimero de

veces que se verifica A al realizar 9[ experimen{o un ndmero

de{erminado (]9 veces,

Se llana FRECUENCIA RELATIVA  de un suceso A ol cocienh

en{re U {FGCUEﬂ(iﬂ GI)SOIU{O Y 9[ nimero de veces que se realizu Ql

f

experinento - f= Fa , siendo n el ninero de veces que se repite el

experimen{o .

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

|.a {recuencia rela{iva Je un suceso {iende i es{abilizarse hacia un

nﬁmero/a nedida que el nimero de pruel)as del experimen{o aledtorio

crece indefinidamen{e . Iim [I' (S)=P(S) . A 95{9 numero IO ||amamos

PropieJaJ e
0<f{A) <1 HEF T

SANB = @ enfonces F{AUB) = £{A) * (b)

\PROBABILIDAD DEL SUCESO §

/
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éeﬁnicién axiomatica de probabilidad \

Se puede definir la probabilidad como una
funcion P que a cada suceso A le asigna un
numero real P(A) que cumple 3 axiomas:

Axioma 1: La probabilidad del suceso seguro o
espacio muestral es 1. P(E) =1

Axioma 2: Cualquiera que sea el suceso A, su
probabilidad es un nimero no negativo. P(A) >0

Axioma 3: Si A y B son dos sucesos
incompatibles, A N B = @, entonces la
probabilidad del suceso union es la suma de las
probabilidades. P(A U B)=P(A) + P(B)

PROPIEDADES
@) - D(A) = 1- )
Si Ay B son dos sucesos toles que A B entonces ) <
DA U B) = D(A) + D) - P(A N B)

D(b)

Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matematicas Il

\P(A\B) = D(A) - P(A N D) /
@robabilidad condicionada \

Se llana PROBABILIDAD CONDICIONADA DEL SUCESO A
RESPECTO DEL SUCESO B o Lo probabilidad de A sobiendo

que ocurrio B, la denotaremos por PA|

) - P(Ar; Y e o 200

DG lO Oﬂ{GFIOI' e AQ(IU(GFI claramen{e lGS relaaones mgunen{

PANE) =P B) P (AID)

DA E)=P(A)PGBIA)
Si fuesen tres sucesos P (A NN Q =] (A) P (BIA) ‘
A N B)

Das sucesos A y 8 se dicen INDEPENDIENTES si P(3) = P(3]A)

6. Regla de Laplace

LEY DE LAPLACE

Si los resultados de una experiencia dleatoria son casos equiprobables lo

prol)abiliJaJ de un suceso A es P(A)=

m)iagrama de arbol \

Es una forma de organizar el planteamiento de
un problema de probabilidad de manera que el
experimento se va ramificando a medida que
se van sucediendo las pruebas (lanzamientos,
extracciones, tiradas, ...).

Sobre cada rama se va anotando la
probabilidad de que el suceso correspondiente
se produzca. Finalmente, la probabilidad de
llegar a un determinado resultado es el
producto de todas las probabilidades de las

ng €as0$ {UVOFGMGS a A

12 casos posibles

Qﬂl}ien e cumple que p (A N B) =] (A) P (B) /

Qmas gue llevan a ese resultado.

K Tablas de contingencia \
Las tablas de contingencia nos serviran de

apoyo en la aplicacién de la probabilidad
condicionada. Estas tablas, de facil manejo, nos

permiten calcular una probabilidad
condicionada facilmente.

Curso | Chicos | Chicas | Total
128 60 65 125
228B 50 55 105
Total | 110 120 230

.

10. Teorema de la probabilidad total

/

Tenemos n sucesos Ai, Aa, ..., An, incompatibles

dosadosytalesque E=A1 UAU...UA,.
Entonces,
P(S)=P(A1NS)+P(A2NS)+...+P(AnNS) =

P(A1).P(S/A1) + P(A2).P(S/A2) + ...... + (An).P(S/An)
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11. Teorema de Bayes (Prob. A “posteriori”)

Tenemos n sucesos Ai, Ay, ..., An, incompatibles
dosadosytalesque E=A1 UAU...UA,.
Entonces,

P(Ap) -P(S/Ap)

Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matematicas Il
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P[A;/S]= P(Ay) ‘P(S/Ay)++P(A,) ‘P(S/A,)

13. Variable aleatoria discreta

Funcion de probabilidad

(2. Variable aleatoria

Una variable aleatoria es una funcién que asocia
un valor numérico a cada posible resultado de un
experimento aleatorio. Si los resultados son
finitos o infinitos numerables , la variable
aleatoria se denomina discreta. Si los resultados

Qon infinitos. la variable aleatoria es continua. /

Sea X una variable aleatoria discreta con posibles valores x1, x2,..., xn ,se llama funcién de
probabilidad o funcién de masa, a aquella funcién que hace corresponder a cada valor de la variable

con su probabilidad. f(x) = P(X = xi)= pi Fjengl
Propiedades de la funcién de probabilidad X = resultado de lanzar un dodo. La funcion de prohahi[idad es:
a)piz0  b) Xp=1 x |1 [a[3]a]s]e
p | Vo | V6| Vo | /6 | Vo | I/6
Esperanza y varianza de la v.a
Esperanza u=E [X]=xXi.p1+X2.p2+ ... + Xn. Pn Dty Xi " Di
Varianza o*- Y:=% x? - p, — p? Fengl
Xi I 2 3 4 5 o
Funcion de distribucion n V6 V6 /6 V6 V6 V6
Es la funcién acumulada F(x)=P(X<x) B /6 26 1 36 | 476 | 5/6 Y B
x?pi | V6 | 4/6 | 6 | 16/6 | 25/6 | 36/6 | /6
EX) - 216
X | 2 3 4 5 6 Var(X) = 91/6 - (21/6)2= 105/36 = 292
_ PX=x) | V6| V6 | V6 | V6 | V6 | /6
Ejemplo
Y=lanzar un ddo Flx) Vo | 2/6 | 3/6 | 4/6 | 5/0 l

14. Modelos probabilisticos discretos.

14.1 Modelo Bernoulli. Experimento aleatorio con 2 posibles resultados: éxito (1) o fracaso (0). X
variable aleatoria con 2 valores, 0 fracaso y 1 éxito para un suceso A.

P(x=0)=1-p=q, P(x=1)=p

« | o |

X ~ Bem(p)

| Probab. I lp=q

0 six<0
l—p i 0<x«|
| six=>|

EX) =p

Var(X) "0

0

p-p?
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14.2 Modelo Binomial. Consiste en repetir n veces un experimento Bernoulli de pardmetro p en las
mismas condiciones de independencia. La variable X = n° veces que ocurre con éxito el suceso A sera
una binomial de pardmetros n y p. X=B(n,p). X={0,1,2,3,...}

X ~ Bninp) " EX) = np
P(X=0)=(1) P {I—p)"~%  donde (2)=m Var(X) = np{l-p) = npq

Ejemplo

EL 207 de un deferminado puel)lo ve un concurso que hay en felevisidn. Desde el concurso se llama por telefono o 10 personas
del pueblo elegidas al azar . Definimos X=n? de personas que estan viendo el programa~Bin(]O, O.ZO) donde p=O,Z es lo
probabilidad de exito (ver concurso de {v). Rec(X)’{O, |2345@7 89 IO}

0 Calela lo probabilidad o que ocho personas estuvieran viendo el programa :
8- (19 028 2.
Px-8) = (g ) 025 (1-02)4 - 0000074
b Caleula lo probabilidad o que mas e ocho personas estuvieran viendo el programa:
P68 PX-4) + Px-10) - ( §) - 02%1-021" + (19) 0210(1~0.210 - 0000004 +0.000000
= 00000041

¢ Caleula lo prol)al)ilidad e que algunas e los diez personas estuvieran viendo el programa :
PUG0) -1 PX<O) - I=P(X-0) - = (§) 020(1-02)10 -1- 011 - 089
¢ Caleular la media \ la varianza E(X) =0 O,QO =2 Var()() = |0 O,Q' 0,6 = |,G

15. Variable aleatoria continua.

Una variable aleatoria es continua cuando puede tomar un nimero infinito de valores en la recta
real.La distribucion de probabilidad asociada a una variable aleatoria continua se llama distribucion de
probabilidad continua. En una distribucidn continua la probabilidad de un valor concreto es cero. En
este caso, las probabilidades que calculamos estan siemprea asociadas a intervalos: P(a < X < b)

Funcion de distribucién > Es la funcion acumulada F(x)=P(X<Xx)

Funcién de probabilidad o funcién de densidad > f(x)=F'(x) 2 F(x)= f_xoo f(x)dx

Propiedades
a)f(x) =0 b) P(a << x < b)=F(b)-F(a) «¢) f_oooof(x)dx =1 d)P(X=a)=0

Esperanza v varianza de la v.a

Esperanza u = E [X] =fj°oo xf(x)dx // Varianza - ffooo x2f(x)dx — u?
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16. Modelos probabilisticos continuos: Normal.

Diremos que una distribucién de probabilidad sigue una distribucion normal de media p y desviacion
tipica o, y lo representaremos por N(u; o) cuando la representacion grafica de su funcién de densidad
es una curva positiva continua, simétrica respecto a la media, de maximo en la media, y que tiene 2
puntos de inflexion, situados a ambos lados de la media (L - oy U + o respectivamente).

Definicién. Una variable aleatoria continua, con media 1y con
desviacidn tipica o, es una variable normal si su funcién de densidad,

1 _1(x—_u)2
f:R >R,es: f(x)= e 2\ o

o\2m b
CURVA DE GAUSS
Propiedad. P(@a<X<b)=Pla<X<b)= f:f(x)dx /\

Regla 68-95-99
P(u—o< X <p*o)=~ 0683

§iX ~N(po)= {P(u—20< X ¢urdo)~ 0955 oo Wi wp o wan v
P(u—30< X <u+30)=~ 0997 0683
Normal tipificada N(0,1) Z::j

S X ~N(1o) = ZXT“ ~NO.)
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=2
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MOC e iee

P(2>0)-05
P(20)-05 ==
. En la tabla buscomos P(Z<a),
iezlzziziatett siendo Gi un 02 positivo
L}ﬁ A ‘ 7 15151E E|3
P(2<125)-0,8944 C ..........
BUS(MIOS dire({auenle en ld lﬂblﬂ ég/l
S
5% |
Y ‘I)b \. . .
W | AE-l) P(2>125) =1—P(Z<125) = 10,8944 -
L = 0,1056

P(Z<125) 125

A
P(Z>—1J5) - P(2<125) = 06944 ::_‘__\

5 (e 25)°
C-_-—/-\ /-T-¥
— o— .
P_('fj u5<290§§4) A (2> 125)
. T -1 —P(2<125) | 125

P(Z<O,54)—P(Z<— |,15) P(Z<—| =P(Z> |25H)=
= 0,79% - (1-P(2<|29)) - E |_pé?|)5)(, 0 |l§56)
= 0,79% - (0,1056) = 05839 '
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4.

a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono Campo y el

poligono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo mientras que el 70 % se realiza en

el poligono Llano. Ademas, en el poligono Campo el 10 % de las reparaciones son de tipo mecanico y el 90 % de

tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo mecanico y el resto de tipo eléctrico.

a.1) [0,5 puntos] ;Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacion de tipo mecanico?

a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparacion de tipo eléctrico, qué probabilidad hay de que se haya

realizado en el poligono Llano?

b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en un tiempo que
sigue una distribucién normal de media 1.5 minutos y desviacion tipica 0.15 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1.35 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ;Cual seria el tiempo exacto que es mayor que el 85.08 % de los tiempos realizados al completar

una vuelta al circuito?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
090 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
110 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
130 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 09162 0.9177
140 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
150 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.60 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.70 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

7.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin reemplazamiento y se obtiene

una puntuacién igual a la suma de los valores correspondientes.

b.1) [0,75 puntos] ; Cual es la probabilidad de que la puntuacion obtenida sea de 3?

b.2) [0,75 puntos] ;Cual es |la probabilidad de que la puntuacién sea mayor de 3?
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con una dolencia leve?

b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

a.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como leves?

5. a) En el servicio de urgencias de un hospital clasifican a los pacientes en leves y graves segun llegan al hospital. El
20 % de los pacentes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60 % de los pacientes graves debe hacerlo.
En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90 % de pacientes leves y un 10 % de pacientes graves. Si
se selecciona un paciente al azar:

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, ¢ cual es la probabilidad de que llegara al hospital

b.2) [0,75 puntos] ;Qué probabilidad hay de que como mucho 7 pacientes sean clasificados como leves?

n Pl 010

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

0.4305
0.3826
0.1488
0.0331
0.0046
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000

O NG A, WN-= 0O

0.1678
0.3355
0.2936
0.1468
0.0459
0.0092
0.0011
0.0001
0.0000

0.0576
0.1977
0.2965
0.2541
0.1361
0.0467
0.0100
0.0012
0.0001

0.0168
0.0896
0.2090
0.2787
0.2322
0.1239
0.0413
0.0079
0.0007

0.0039
0.0313
0.1094
0.2188
0.2734
0.2188
0.1094
0.0313
0.0039

0.0007
0.0079
0.0413
0.1239
0.2322
0.2787
0.2090
0.0896
0.0168

0.0001
0.0012
0.0100
0.0467
0.1361
0.2541
0.2965
0.1977
0.0576

0.0000
0.0001
0.0011
0.0092
0.0459
0.1468
0.2936
0.3355
0.1678

0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0046
0.0331
0.1488
0.3826
0.4305

7.

obtenidos.

b.1 [0,75 puntos] Calcula P(X = 1) y P(X = 4).
b.2 [0,75 puntos] Si X = 4, calcula la probabilidad de que en la primera tirada haya salido un 1.

b) Tiramos un dado de 4 caras dos veces y sea X la variable aleatoria que representa el producto de los dos valores

7.

b.1) [0,75 puntos] La probabilidad de obtener 75 o0 mas puntos.
b.2) [0,5 puntos] El nimero de opositores del total de 450 que obtuvo menos de 75 puntos.

z 0.00 0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08 0.09

1.20 | 0.8849 0.8869
1.30 | 0.9032 0.9049
1.40 | 0.9192 0.9207
1.50 | 0.9332 0.9345
1.60 | 0.9452 0.9463
1.70 | 0.9554 0.9564
1.80 | 0.9641 0.9649
1.90 [ 0.9713 0.9719
2.00 | 0.9772 0.9778

0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783

0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788

0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793

0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798

0.8962 0.8980
0.9131 0.9147
0.9279 0.9292
0.9406 0.9418
0.9515 0.9525
0.9608 0.9616
0.9686 0.9693
0.9750 0.9756
0.9803 0.9808

0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812

0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817

b) [1,5 puntos] En una de las pruebas de acceso al cuerpo de ingenieros de la Administraciéon Publica se realiza un
test de 100 items a 450 opositores. Cada item vale un punto y se supera la prueba si se obtienen al menos 75
puntos. Suponiendo que las puntuaciones obtenidas por los opositores siguen una distribucion normal de media 60
puntos y desviacion tipica 10 puntos, calcula razonadamente:
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8. a) En una urna hay tres bolas rojas y dos azules. Se extrae una bola y luego otra (sin devolver antes la primera a la
urna).
a.1) [0,5 puntos] ;Cual es la probabilidad de que las dos sean del mismo color?
a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que las dos bolas han salido del mismo color, ¢ cudl es la probabilidad de que las dos
sean azules?
b) Un panadero hace panecillos con un peso que se distribuye como una normal de media 200 g y desviacién tipica
15 g.
b.1) [0,5 puntos] ;Qué proporcion de panecillos pesa mas de 203 g?
b.2) [0,75 puntos] Calcula el peso por encima del cual esta el 67 % de los panecillos mas pesados.

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

Junio 2021/22

7. b) ElI EVAU club de fatbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno (su delantero
estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno juegue un partido es del 80 %.

a.1) [0,5 puntos] ;Cual es la probabilidad de que el EVAU C.F. gane un partido cualquiera?
b.1) [0,75 puntos] Si el EVAU C.F. acaba de ganar un partido, ¢ cudl es la probabilidad de que Benceno haya
jugado?

8. a) Se calcula que una quinta parte de los nifios espafoles presentan algun tipo de intolerancia alimentaria. En una
cantina escolar los nifios se sientan al azar en mesas de 4 comensales.
a.1) [0,5 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que en una mesa haya algun nifio con intolerancia alimentaria?

a.2) [0,75 puntos] Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el pan
sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, ¢, cual es la probabilidad de que haya que servir pan sin gluten en
alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg arroz que comercializa determinada marca siguen una distribucién normal de 985
g de media y 25 g de desviacion tipica.
b.1) [0,5 puntos] ;Cuantos pesaran mas de un kilo?
b.2) [0,75 puntos] ;Cuanto pesara el mas ligero del 70 % de los que mas pesan?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
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7. b) [1 punto] Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si participa en
las préximas 4 carreras, ¢,cudl es la probabilidad de que gane al menos dos?

n 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.6561 0.4096 0.2401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
0.2916 0.4096 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0256 0.0036
0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
0.0036 0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4096 0.2916
0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.4096 0.6561

H WON-=-2 0O

8. a) Enun determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 % mientras que si no va
a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a clase.

a.1) [0,5 puntos] ;Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe?
a.2) [0,75 puntos] Si un alumno ha suspendido, ¢cual es la probabilidad de que no haya ido a clase?

b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente contienen sigue una
distribucién normal con media 150 ml y desviacion tipica 5 ml.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué proporcion de las botellas contiene mas de 152 m|?

b.2) [0,75 puntos] ;Qué proporcién de botellas tiene entre 149 y 152 m|?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
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8. a) Se sabe que el 20% de los usuarios de una red social nunca comparte fotografias, mientras que
el otro 80% si que lo hace. Ademés, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50% ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90 % ha comentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.

a.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de
alguno de sus contactos?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos,
jcudl es la probabilidad de que comparta fotos?

b) Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80 % de las
personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este algoritmo.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las

fotografias?
b.2) [0,75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una
persona?
n Pl o1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.6561 0.4096 0.2401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.2916 0.4096 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0256 0.0036
2 0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
3 0.0036 0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4096 0.2916
4 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.4096 0.6561
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8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves y graves segin llegan al hospital.
El 20 % de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60 % de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90 % de pacientes
leves y un 10 % de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.l) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, jcudl es la probabilidad de que
llegara al hospital con una dolencia leve?
b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.
b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como
leves?

b.2) [0,75 puntos] ;Cuél es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados
como leves?

n Pl o1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.4305 0.1678 0.0576 0.0168 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000
0.3826 0.3355 0.1977 0.0896 0.0313 0.0079 0.0012 0.0001 0.0000
0.1488 0.2936 0.2965 0.2090 0.1094 0.0413 0.0100 0.0011 0.0000
0.0331 0.1468 0.2541 0.2787 0.2188 0.1239 0.0467 0.0092 0.0004
0.0046 0.0459 0.1361 0.2322 0.2734 0.2322 0.1361 0.0459 0.0046
0.0004 0.0092 0.0467 0.1239 0.2188 0.2787 0.2541 0.1468 0.0331
0.0000 0.0011 0.0100 0.0413 0.1094 0.2090 0.2965 0.2936 0.1488
0.0000 0.0001 0.0012 0.0079 0.0313 0.0896 0.1977 0.3355 0.3826
0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0039 0.0168 0.0576 0.1678 0.4305

WU WN~=O

Junio 2019/20

8. a) En un servicio de emergencias el 60% de los avisos que se reciben se clasifican con el cédigo
amarillo, el 30 % con el naranja y el 10 % con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos recibidos
que son falsas alarmas es 3 % en el caso de cédigo amarillo, 2% en el naranja y 1% en el rojo. Si
se recibe un aviso,

a.1) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ;qué probabilidad
hay de que haya sido un aviso cédigo rojo o naranja?
b) Sien una centralita se reciben 9 avisos,

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ;Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

n| “\P| 001 005 010 0.15 020 025 030 0.33 0.35 0.40 0.45 0.49 0.50

0.9135 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
0.0830 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
0.0034 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020

V=R R = R
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8. a) El 70% de los usuarios de instagram tiene menos de 34 anos, el 25 % entre 34 y 54 anos (ambos
incluidos) y el 5% mds de 54 afnos. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los
menores de 34 anos, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 anos (ambos incluidos) y el 10 % de los
mayores de 54 anos. Si se selecciona un usuario al azar:

a.l) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?
a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, jqué pro-
babilidad hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

b) El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue
una ley normal de media 53 minutos y desviacién tipica 10 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mds
de 30 minutos al dia?

b.2) [0,75 puntos] ;Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67
minutos al dia?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 0.09
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
Junio 2018/19

5A. a) Una fdbrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma,
una fébrica B produce el 20 % y la fébrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son defectuosos
el 4% de los tractores fabricados por A, el 10% de los fabricados por B y el 2% de los fabricados por C.
Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)

a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)

b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la pizarra.
Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan a la pizarra:
bl) Tres chicas. (0,75 puntos)
b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

n Pl 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

e W= O X

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313
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5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se activan
de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que se active
el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:

al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencién quirirgica sigue una distribucién normal
N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar:

bl) Entre 6,5 y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a | 0,00 0,01 002 003 004 005 006 0,07 0,08 0,09

1,5 | 0,9332 0,9345 009357 09370 0,9382 0,9394 0,406 0,9418 0,9429 0,9441

1,6 | 0,9452 09463 009474 09484 0,9495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545

1,7 | 0,9554 0,9564 09573 0,9582 0,9591 0,9599 09608 0,9616 0,9625 0,9633

1,8 | 0,9641 0,9649 09656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706

1,9 | 0,9713 09719 09726 09732 0,9738 0,9744 09750 0,9756 0,9761 0,9767
Julio 2018/19

5A. a) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio cuyas probabilidades son P(A)=0,75 y
P(B)=0,35. Calcula razonadamente las probabilidades que deben asignarse a los sucesos AUBy ANB
en cada uno de los siguientes casos:

al) Si A y B fuesen independientes. (0,75 puntos)

a2) Si P(A| B) =0,6. (0,5 puntos)

Nota: P(A | B) denota la probabilidad condicionada.
b) El 1% de los cheques que recibe un banco no tienen fondos. Razona la respuesta de las siguientes
preguntas:

b1) Si en una hora recibe cinco cheques, jcudl es la probabilidad de que tenga algin cheque sin fondos?
Redondea el resultado a la centésima. (0,75 puntos)

b2) El banco dispone de cinco sucursales en una ciudad, jcudl es la probabilidad de que al menos tres
sucursales de esa ciudad reciban algin cheque sin fondos? (0,5 puntos)

Pl 0,01
0,0510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

0,05

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,10

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,15

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,20

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,25

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,30

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,33

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,35

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,40

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,45

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,49

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,50

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313

CE W = O X
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5B. a) En la sala de pediatria de un hospital el 70 % de los pacientes son nifnas. De los nifios el 40 % son
menores de 36 meses y de las ninas el 30 % tienen menos de 36 meses. Un pediatra entra en la sala y
selecciona un paciente al azar. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que no tenga menos de 36 meses. (0,75 puntos)

a2) Si el paciente resulta ser menor de 36 meses, que sea nina. (0,5 puntos)

b) En una de las pruebas de acceso al cuerpo de ingenieros de la Administracién Piblica se realiza un
test de 100 items a 450 opositores. Cada item vale un punto y se supera la prueba si se obtienen al menos
75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones obtenidas por los opositores siguen una distribucién normal
de media 60 puntos y desviacién tipica 10 puntos, calcula razonadamente:

bl) La probabilidad de obtener 75 o més puntos. (0,75 puntos)

b2) El nimero de opositores que obtuvieron menos de 75 puntos. (0,5 puntos)

a | 0,00 001 002 003 004 0,05 006 007 0,08 0,09

1,5 | 0,9332 09345 0,9357 0,9370 09382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441

1,6 | 0,9452 09463 09474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545

1,7 | 0,9554 09564 09573 0,9582 09591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633

1,8 | 0,9641 09649 0,9656 0,9664 009671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706

1,9 | 0,9713 009719 09726 09732 09738 0,9744 09750 0,9756 0,9761 0,9767
Junio 2017/18

salir”.

5A. a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La maquina A produce 500 condensadores diarios, con
un 3% de defectuosos, la maquina B produce 700 con un 4% de defectuosos y la C produce 800 con un
2% de defectuosos. Al final del dia se elige un condensador al azar.
al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuoso. (0,75 puntos)
a2) Si es defectuoso, calcula razonadamente la probabilidad de que haya sido producido por la méquina
A. (0,5 puntos)

b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea X la variable "Niumero de miiltiplos de tres que pueden

bl) Calcula razonadamente la media y la desviacién tipica de la variable X. (0,75 puntos)
b2) Calcula razonadamente la probabilidad de obtener cuatro o més miiltiplos de tres. (0,5 puntos)

Pl 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49 0,50

R W= OlR

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313
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5B. a) El 60 % del censo de una ciudad son mujeres. Las preferencias de las mujeres por los tres partidos
que se presentan son: el 30% vota a A, el 50% a B y el resto a C; mientras que entre los hombres las
preferencia son: el 10 % vota a A, el 60 % a B y el resto a C. Elegida al azar una persona del censo, calcula
razonadamente la probabilidad de:

al) Ser hombre y votante de C. (0,75 puntos)

a2) Si result6 ser votante de B, que sea mujer. (0,5 puntos)

b) Las notas que se han obtenido por 1000 opositores han seguido una distribucién normal de media 4,05
y desviacion tipica 2,5.

bl) ;Cudntos opositores han superado el 57 Razona la respuesta. (0,75 puntos)

b2) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte. (0,5 puntos)

a | 000 o001 0,02 003 o004 005 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 10,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
Septiembre 2017/18

5A. a) En una tienda de ldmparas tienen tres proveedores A, B y C. A suministra el 20%, B el 10% y
C el resto. De las ldmparas de A salen defectuosas el 5%, de las de B el 4% y de las de C el 2%. Elegida
una lampara al azar de la tienda, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salgan defectuosas. (0,75 puntos)

a2) Si result6 defectuosa, que fuera suministrada por B. (0,5 puntos)

b) Una parte de un examen consta de cinco peguntas tipo test. Se aprueba dicha parte si contestas
correctamente al menos tres preguntas. Calcula razonadamente la probabilidad de aprobar dicha parte,
contestando al azar, cuando:

bl) Cada respuesta tiene dos items, solamente uno verdadero. (0,75 puntos)

b2) Cada respuesta tiene cuatro items, solamente uno verdadero. (0,5 puntos)

n Pl 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

G W= O x

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313
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Otros propuestos:

Madrid 2023 - Opcion A

Problema 23.1.4 (2,5 puntos) Una empresa complementa el sueldo de sus empleados segin la
consecucion de ciertos objetivos valorados en funcién de una puntuacién que sigue una distribucién
normal N (100;35). Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular el porcentaje de empleados con una puntuacién comprendida entre
100 y 140.

b) (0,75 puntos) Hallar la probabilidad de que un trabajador obtenga una puntuacién inferior
a 95 puntos.

c¢) (1 punto) Determinar la puntuacién minima necesaria para cobrar los objetivos si el 75,17 %
de la plantilla ha recibido dicho incentivo.

Madrid 2023 - Opcion B

Problema 23.2.4 (2,5 puntos) Sabiendo que P(AU B) = —, P(A) = — y P(B) = —, se pide:

SN

a) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(AN B)

b) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(A U B)
c

)
)
)
d)

(

(

(0,5 puntos) Calcular razonadamente P(A — B)

(0,5 puntos) Determinar si A y B son sucesos independientes.

Madrid 2022 Extraordinario — Opcion A

Problema 22.9.4 (2,5 puntos) El 60 % de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un
mévil, el 30 % utiliza un ordenador portétil y el 25 % no usa ninguno de los dos dispositivos.

a) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice ambos dispo-
sitivos para trabajar.

b) (0,5 puntos) En esa ciudad, ;jes independiente el uso del mévil y del ordenador portétil para
trabajar? Justifique la respuesta.

c¢) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice exclusivamente
el ordenador portatil para trabajar.

d) (1 punto) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exactamente 8 de
ellos utilicen para trabajar un movil.
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Madrid 2022 Ordinaria — Opcion A

Problema 22.3.4 (2,5 puntos) Segun el Instituto Nacional de Estaditica, durante el dltimo tri-
mestre de 2020, el porcentaje de mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion
de las empresas que componen el Ibex-35 fue del 27,7 %.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) (0,75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c¢) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que
en un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de
representacién femenina.

Madrid 2022 Ordinaria — Opcion B

Problema 22.4.4 (2,5 puntos) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al
azar. Si el sombrero es blanco, se toma, al azar, un pafuelo de un cajén que contiene 2 blancos, 2
negros y 5 con cuadros blancos y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafnuelo de
otro cajén que contiene 2 panuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el panuelo aparezca algiin color que no sea el
del sombrero.

b) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero
o panuelo) aparezca el color negro.

c) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el
panuelo ha sido de cuadros.

Madrid Modelo 2022 - Opcion B

Problema 22.2.4 (2,5 puntos) Dos caracteristicas genéticas A y B aparecen en una especie ani-
mal con probabilidades respectivas de 0,2 y 0,3. Sabiendo que la aparicién de una de ellas es
independiente de la apariciéon de la otra, se pide calcular:

a) (0,5 puntos) La probabilidad de que un individuo elegido al azar presente ambas caracteristi-
cas.

b) (0,5 puntos) La probabilidad de que no presente ninguna de ellas.
c¢) (0,75 puntos) La probabilidad de que presente solamente una de ellas.

d) (0,75 puntos) La probabilidad de que, si elegimos al azar 10 individuos, exactamente 3 de
ellos presenten la caracteristica A.
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Madrid Modelo 2021 - Opcion B

Problema 21.2.4 (2,5 puntos) Una prueba diagndstica para una enfermedad da resultado nega-
tivo el 5% de las veces que se aplica a un individuo que la padece y da resultado positivo el 10 %
de las veces que se aplica a un individuo que no la padece. Las estadisticas muestran que dicha
enfermedad afecta a 50 de cada diez mil personas. Si una persona elegida al azar se somete a la
prueba diagnéstica, calcule la probabilidad de:

a) (0,5 puntos) Que la prueba dé resultado positivo.

b) (0,75 puntos) Que la persona padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido
positivo.

c) (0,75 puntos) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido
negativo.

d) (0,5 puntos) Que el resultado de la prueba diagnéstica sea erréneo.

Castilla La Mancha

Septiembre 2017/18

5B. a) En una clase el 80% aprueba la asignatura de Biologia, el 70 % aprueba la asignatura de Ma-
tematicas y el 60 % aprueba Biologia y Matematicas.

al) Si se elige un estudiante al azar, jcudl es la probabilidad de que apruebe alguna de las asignaturas?
(0,75 puntos)

a2) Si se elige un estudiante y ha aprobado Biologia, ;cudl es la probabilidad de que también haya
aprobado Matematicas? (0,5 puntos)

b) Un dispensador de cierto refresco estd regulado de manera que cada vez descargue 25 cl de media. Si
la cantidad de liquido dispensado sigue una distribucién normal de varianza 4:

bl) Calcula razonadamente la probabilidad de que descargue entre 22 y 28 cl. (0,75 puntos)

b2) Calcula razonadamente la capacidad minima de los vasos que se usen, redondeada a cl, para que
la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5%. (0,5 puntos)

a | 0,00 001 0,02 003 0,04 005 006 0,07 0,08 0,09
1,5 | 0,9332 09345 0,9357 09370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 09463 0,9474 09484 0,9495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 09564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 09649 0,9656 0,9664 09671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 0,9713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 0,9756 0,9761 0,9767
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(0,5 puntos)

bilidad de:

bl) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B. (0,75 puntos)
b2) Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B. (0,5 puntos)

5A. a) Los operarios A, B y C producen, respectivamente, el 50 %, el 30 % y el 20 % de las resistencias que
se utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan defectuosas el 6 % de las resistencias producidas por
A, el 5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C. Se selecciona al azar una resistencia:
al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa. (0,75 puntos)
a2) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.

b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula razonadamente la proba-

0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

e W= OR

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313

Junio 2016/17

5B. a) En mi casa dispongo de dos estanterias A y B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros de
matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matematicas. Elijo una estanteria al azar y de ella,
también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matemadticas. (0,75 puntos)

a2) Si el libro elegido resulté ser de matematicas, que fuera de la estanteria B. (0,5 puntos)

b) El tiempo de espera en una parada de autobiis se distribuye segiin una distribucién normal de media
15 minutos y desviacién tipica 5 minutos.

bl) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos. (0,75 puntos)

b2) ;Cuéntos minutos de espera son superados por el 33 % de los usuarios? Razona la respuesta.
(0,5 puntos)

a | 000 001 002 003 004 005 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 05120 0,5160 055199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 05517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
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sido soldado por el robot A, 0,04 por el robot B y 0,02 por el robot C.
soldadura. (0,75 puntos)

probabilidad de que haya sido soldada por el robot C. (0,5 puntos)

damente la probabilidad de:
bl) Obtener exactamente tres caras. (0,75 puntos)
b2) Obtener mas de tres caras. (0,5 puntos)

5A. a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicados a soldar componentes electrénicos en placas
de circuito impreso. El 25 % de los componentes son soldados por el robot A, el 20% por el B y el 55%
por el C. Se sabe que la probabilidad de que una placa tenga un defecto de soldadura es de 0,03 si ha

al) Elegida una placa al azar, calcula razonadamente la probabilidad de que tenga un defecto de

a2) Se escoge al azar una placa y resulta tener un defecto de soldadura, calcula razonadamente la

b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara es 0,6. Calcula razona-

n Pl 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

GbE WiN=Ox

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313
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