FUNCIONES




Esquema del Tema

Concepto de Funciones Funciones a Operaciones.
Funcion Elementales trozos Composicion
Dominio Funcidn Limites Asintotas |

inversa.
Recorrido /
Continuidad Derivadas Recta tangente a f(x) |
Crecimiento. Curvatura
Problemas Optimizacion
Estudio global Dominio, Recorrido, Puntos Corte, Simetria,

de funciones

Asintotas, Crecimiento, Curvatura, Representacion




______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

En la naturaleza nada permanece estable, todo cambia. Desde el
principio de los tiempos el ser humano ha intentado buscar
explicaciones y definir reglas para esos cambios.

La duracion de los dias, el movimiento de las estrellas, los ciclos de la
Luna, el paso de las estaciones. Medir el tiempo: afhios, meses, dias,
horas... Ha sido el fruto de la paciencia y de la inteligencia humana.

Observar, recopilar datos, buscar relaciones entre ellos. Y de esa forma
adelantarse en el tiempo a los acontecimientos que van a suceder:
eclipses, duracion de las estaciones, horario de las mareas.




Ejemplo: Horario de las mareas

Podemos ver distintas graficas y tablas de las mareas en
http://www.tablademareas.com/
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- ¢Como se obtienen esos datos?. Observando, buscando relaciones (entre el
tiempo y la altura de las mareas), y tras mucho pensar, encontrando una
formula que se ajuste a la relacion entre las variables.
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http://www.tablademareas.com/

1. Concepto de funcion

Funcion real de variable real es toda correspondencia f que asocia
a cada elemento de un determinado subconjunto de niimeros reales un
tinico numero real.




1. Concepto de Funcion

Importante: Para que esta correspondiente sea una funcion se tiene
que cumplir que f(x) sea tinico para xeD.

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————

- Inventa un dibujo que represente Inventa un dibujo que no
i una funcion represente una funcion




1. Concepto de Funcion

iEjemplos de graficas de funciones de la vida real
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1. Concepto de Funcion

__________________________________________________________________________________________________________________________________

Estudio cardiaco
'T“LMT”P”P‘?’“‘“'*‘AAM
Hbddsodip o b
~_1.----._-—'-g—|-—L~l»-—§,' JLJ,&LJ».L—J—J.@
TSR I3 o T 30

Movimiento sismico - Terremoto

-

-——
—
- -




1. Concepto de Funci(’)n




1. Concepto de Funci(’)n

__________________________________________________________________________________________________________________________________

fix)= '5'(.1‘1* eoswsine [-34,2]




1. Concepto de Funcion

EEjemplos de graficas de funciones de la vida real




1. Concepto de Funcion

{Ejemplos de graficas de funciones de la vida real
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2. Funciones Elementales

Constantes
Lineales
Cuadriticas

Algebraicas Grado > 2

Racionales (gg;

Polinémicas

Radicales
Exponenciales

Trascendentes { Logaritmicas
Trigonométricas




o. Funciones Elementales

Reatifl Dane Moves

R 2H R

Sin(x) os(%)  ton(x) cob (=)

7R R

|




2. Funciones Elementales

 Funciones Polinomicas

Constantes Lineales

|

] y=ax+b

¢Qué pasa si
a>0 6 si a<o?

Cuadraticas Grado >2
R RY y=ax2+bx+c

¢Qué pasa si
a>0 6 si a<o?

¢Cual es el
vértice?




2. Funciones Elementales

EJEMPLOS DE LA VIDA REAL - y=ax+b (Funcion lineal)

-La presdn y a prafunddad byo el agua

LCapa de neve en am y ros de agua de

desheio que Neva el rio _

La masa de una persona y om que sube e agua
e una psona




2. Funciones Elementales

EJEMPLOS VIDA REAL - y=ax2+bx+c¢ (Funcion Cuadratica)

-Un lanzameento de peso en la que x s la distanca recormda e yla

aluma

-La atura que alcanza un obyeto en el lanzamiento y el tempo que

franscurre

% L




2. Funciones Elementales

L] ° 2 o
Funciones Racionales flx) - B taxtaxit +ax

2
b +bx+bx*+---+b x"




2. Funciones Elementales

ax+bp

F(x) =

Funciones Racionales cx+d

£1 nimero de albafides que construyen una casa y el
bempo que tardan

4.8 mlacn entre la preson de 20 mol de agua y el
tamano del recpenie

41.05 aumentos de una lupa vy la distanca al obpto.

£1 didmetro de los cdlastos de & aena y la erosion que -

s& produce en elas

-

G

i

g .




2. Funciones Elementales

érFunciones Radicales n|P(x) P(x)

PG

Q(x),",/P X

\ fGO) =% -5 + 6 ()
j . S ,
X 5%+ 6 A




2. Funciones Elementales

Funciéon Exponencial f(x)=a* '

f(x)=2"'




2. Funciones Elementales

Funcién Exponencial F(x)=a '

Reproduccdn de bactenas an un cultivo

-La pérdda de aciivdad o frecuencia de las desintegracones de
un matenal radiactvo con el iempo

-Tiempo que necesta una sustancia para legar a clerta
temperatura.




2. Funciones Elementales

Funcion Logaritmica f(x)=log,x a>0, a=1 '

y =log, x

f(x)=log, x '




2. Funciones Elementales

Funcion Logaritmica f(x)=log,x a>0, a=1 '

f(x)=log, x
H




2. Funciones Elementales

Funcion Logaritmica f(x)=log,x a>0, a=1 '

-La magniud de un sismo esta definida como R= Log (A/AD)
en la escala de Richter, donde A es 1a ntensidad y AD es una
constante

-Cdlculo del volumen "L" en decibeles de un sdlido, para el

cual se emplea |1a sguente ecuacon L= 10 Log (110) , donde |
es la intensxdad del sonido, 10 es la ntensdad de SONIdo MaS ——w g

baja que el okdo humano puede ofr. edifipes
...*.

-Medir el pH.




2. Funciones Elementales

Funciones Trigonomeétricas

y=sen(x)




2. Funciones Elementales

Funciones Trigonomeétricas

Funcion y=cos(x)
t

12




2. Funciones Elementales

Funciones Trigonométricas = Funcion y=tag(x)




o. Funciones Elementales

Funcmnes Trlgonometrlcas

~Altura de una grua para legar a un edificio

JAltura que debe abnr un puente levadwzo para que s barcos puedan

h ‘3
Cakculo del radio de planetas

Construcciin de relojes solares

-Distancia a la que se encuentra un blanco para disparar con un cafon




2. Funciones Elementales

1. Coloca las siguientes funciones debajo de su dibujo:
Lineales Cuadréticas | Proporcionalidad Radicales Exponenciales | Logaritmicas
Inversa
—Px+1 -
N _ i y=vVx+1 |y=2 y=log(x)
x+
=-2x+2 y=x2-2x+1 V= % y=vx — 2 y=2x1 y=log(x+2)
—
= - =-x2 =1 -
y=(1/2)x-1 | y=-x%+x y=- y=-Vx y=(1/2)* y=-log(x)
/ ' . '
Y= y= y= y=




2. Funciones Elementales

1. Coloca las siguientes funciones debajo de su dibujo:

Lineales Cuadréticas | Proporcionalidad Radicales Exponenciales | Logaritmicas
Inversa
[ —Px+1 -
y=3x+1 y=-x2 yz% y=vx +1 y=2 y=log(x)
x+
=-2x+2 e R y=vx—2 |y=2** y=log(x+2)
-
V=(1/21 | y=xex = y=-Vx y=(1/2) y=-log(x)
e g 4
ol / 1 ® [ ] $ . :
“'\,\ S 55 \ =T
| : |
y= y= y= ys




2. Funciones Elementales

1. Coloca las siguientes funciones debajo de su dibujo:

Lineales Cuadréticas | Proporcionalidad Radicales Exponenciales | Logaritmicas
Inversa
—Px+1 -
y=3x+1 y=-x2 y= Ll y=vVx + 1 y=2 Y’IOS(X)
X+
=-2x+2 e R y=vx—2 |y=2** y=log(x+2)
x—
= - =-x2 =1 -
y=(1/2)x-1 | y=-x%+x y=- y=-Vx y=(1/2)* y=-log(x)
2 ; r/ it 3 ;
‘/ ' J e
/f/ -4 3P ® ! 3 ’ ¥ p ; ./:/.’H
y= y= y= y=




3. Transformacion de funciones

Estudiemos co6mo afectan a las funciones las s1gu1entes
~ transformaciones: |

 y=t(x)+K //y=t(x)-k
o y=-1(x)

*y= ki(x)

o« y=f(x+a)

* y=1(-x)




3. Transformacion de funciones

___________________________________________________________________________________

1 1
= PV
1 1




4. Funciones a trozos

Son funciones definidas por distintos criterios, segiin los intervalos que
se determinen.

X si x<2
f =
(x) {4 Si X >2




4. Funciones a trozos

Pag.254 — 1,2,3

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

- 3. Representa la funcion a trozos

[ x+1  x€[-30)

fx) =<x?*—-2x+1 x€[0,3]
4 x € (3,7)

\

4. Representa graficamente la siguiente funcion:

-1 x<1
fx) = {x F1 xo

5 Escribe la expresion grafica que corresponde a la siguiente grafica:




5. Otras funciones especiales

Funcion Parte Entera

Es una funcion que a cada nuimero real hace corresponder el nimero entero
inmediatamente inferior.

f(x) = E (x)
+ e O
¥ 0 0.5 0.9 1 1.5 1.9 2
M @ —0
f(x).- = E{x) 0 0 0 1 1 1 2
1 e O
3 K 1 !‘u ? ) H ‘.
@y
® —Q0 4
*— 3




5. Otras funciones especiales

' Funcion Parte Decimal

f{x) = x - E (x)

n 0.5 0.9 n 1.5 1.9 2

f(x) = x - E(x) 0 0.5 0.9 0| 0.5 0.9 0

LA 10202

i




5. Otras funciones especiales

Funcién Valor Absoluto

_____________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________

Las funciones en valor absoluto se transforman en funciones a trozos, siguiendo los
siguientes pasos:

1. Se lguala a cero 1a funcién, sin el valor absoluto, v se calculan sus raices.

2. Se forman intervalos con las raices y se evalaa ¢l signo de ¢ada intervalo.

3. Definimos 13 tuncidn 3 trozos, teniando en cuenta que en los intervalos donde la
x es negativa se cambia el signo de la funcion.

4 Representamos 1a fTuntidn resultante.




5. Otras funciones especiales

Funcién Valor Absoluto

f(x)=|x-3|




5. Otras funciones especiales

Funcién Valor Absoluto

X' -S5x+6 si xX<2

f(x)=‘x2—5x+6| f(x)={-(x'-5x+6) sl 2sx<3
| x*-5x+6 si x23




6. Composicion de funciones

Dadas dos funciones, fy g sellama funcién compuestade fy g, y se desi
por ge f ala funcién que transforma x en gf f(x)]:
g1

I l
x =55 o[ AX)] x =L fl 5 g[AW)]

- /[3\\ /(:\

[@onNp)=6x+1




6. Composicion de funciones

f(x)=3x+2
X +2
B )= 2x +1

g(x)=

X +3
2x +1

g(x)=+x

Calculargof y fog

Calculargof y fog




6. Composicion de Funciones

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

6 Dadas f(x)=x?-5x+6, g(x)=x2+1,
éh(x) =sen(x) , I(x)=x+3.
Calcular g(f(x)), f(g(2)), f(h(x)), h(i(x)),




7. Funcion inversa

Se llama funcién inversa o reciproca de f a otra funcién f~1 que cumple que

(fof (X)) =(f"1of)(x)=

f y 1 son simétricas respecto a y=x

y

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________________

masu.f(*y-x’-b -L-n| ©0-6| @2 | ... | @h

PUNTOS DE F ' (x):y= ¥x+6| (-7.-1) | 6,00 | (2,2) | ... | (ba)




7. Funcion inversa

(fof 7 (x)=(f"1of) (x) =x

Calculo de la funcion inversa

1 Se escribe la ecuacion de |la funcién con x e vy,

2 Se despeja la variable x en funcion de la variable y.

3 Se intercambian las variables.

2X +3
x -1

Calcular la funcién inversa de f(x)=




7. Funcion inversa

5 i7 Comprueba que las funciones y=2x, y=x/2
son funciones inversas.

8 Comprueba que las funciones y=2x+4 ,

y =x/2 - 2 son funciones inversas.




7. Funcion inversa

9 Calcula la funcion inversa de las
581gu1entes funciones:

a) y=3X+2 b) y=x/4 +3
Doy




7. Funcion inversa

Para que una funcién tenga inversa ha de ser inyectiva, es decir, cada valor de y ha
de corresponder a un tnico valor de x. Si no es asi, ha de descomponcrse en tramos
en que sca inyectiva, cada uno de los cuales tendrd su funcién inversa.

Por ejemplo, y = x> no es inyectiva'




7. Funcion inversa

10. Descomponer y=2x2-4 en dos ramas para
hallar sus inversas.




7. Funcion arco (inversa trigonom.)

y=arcsen(x), y= arccos(x) , y=arctag(x)

Representacion de la funcion arcsen(x)




Dominio/Recorrido

Al conjunto D se le denomina Dominio y representa el conjunto de
~ puntos para los que existe la funcién. n

D={xe R/ 3Jf(x)}

Se denomina Recorrido al conjunto de valores que toma la funcién.
R ={f (x) /f x € D}

‘| Ejemplo: ¢Cual es el dominio y
| ‘ cual el recorrido?
| Ax)=
AN
—




8 Tabla Resumen- Dominio - Recorrido

Tipo de Funcion ¢Como calcular el ¢Como calcular el
dominio? recorrido?

Funciones Polinémicas
— P(x)

Funciones Racionales -

P(x)/Q(x)

Funciones Radicales

Funciones
Exponenciales a”x

Funciones Logaritmicas

Funciones
Trigonométricas




Tabla Resumen- Dominio

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

'11. Calcula el dominio de las siguientes funciones

a) y=Vx2 — 4 b) y=vx — 4
CISCE T =

e) V= \% f) y=x4-4x+1
8V n)y=log(x5)

X
log(x%+16)

i) y=log(x2 — 5x +6) j)y-




9. Problemas de funciones

12 i Se quiere hacer una ventana con forma /\

de rectingulo afadiéndole un semicir-
culo sobre el lado menor, en la parte su-
perior. Si el perimetro del rectingulo es
8 m, escribe el drea de la venrana en funcién
del lado menor del rectingulo. Di cudl es su
dominio y su recorrido.




Problemas de funciones

[ e B

13. Una feria ganadera esta abierta entre las 10y las
20 horas. El numero de visitantes viene dado por la
éfuncién N(t)=-20t%+Bt+C, donde t es la hora de visita.
éSabiendo gue a las 17h se alcanza el maximo de 1500

Evisitantes, calcula By C.




______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

14. El coste de produccion de un modelo de batidora
es C(x)=x%/4 +35x +25 vy el precio de venta V(x)=50-
(x/4) con x el nimero de unidades producidas. Escribe
la funcion B(x) de beneficio total y halla el numero de
unidades que deben venderse para que el beneficio
sea maximo.

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________



______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

- -— -y — - - -

s \ L

Yol hmile

x tendiendo a nfinio ol

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________



11. Chiste de funciones




11. Limites

El limite de la funcion f(x) en el punto xg, es5 el valor al que se acercan las imagenes (las vy)

cuando los originales (las x) se acercan al valor xq.

Asintotas

Limites 3§ Continuidad

Derivadas

DEFINICION FORMAL

Se dice que la funcion f(x) tiene como limite el nimero L , cuando x tiende a xg, si fijado un nimero real
positivo £ , mayor que cero, existe un numero positivo & dependiente de £ , tal que, para todos los valores de x
distintos de xg que cumplen la condicién |x - xgo| < & , se cumple que |[f(x) - L| <£ .

Ll_l;r.l f(x)=L & Ve>0 3%e)>0/ 0<|x-%,| < 8= |f(x)-L| <€




11. Limites cuando x tiende a “c¢”

’ .5: fldd s~ -

1

| -

' vy ]lﬂ-

5

([

1 Calcular lim 2X
x -0 sen x
calculadora.

con ayu_da de la

lim fix)=1 \/__'
x>y E’
c
—




11. Limites cuando x tiende a «

xé"zzooﬂ B /

xé’ﬁoﬂx) i \
xé”ﬁoﬂx) =/ ‘ kf %




11. Limites

2x2—3

f(x) = ——7




11. Limites

Di el limire cuando x — +o0 de las siguientes funciones

c)

»=filx)




11. Problemas de limites

---------

un bosque y se ha llegado a la conclusién de que el nimero de individuos viene
dado por la funcién f(x) = 500-2%, donde x indica los afios y f(x) el nimero de
orugas.

a) ¢A qué cantidad se acerca el nUmero de orugas si estamos préximos a los
3 aflos? ¢Y a los 5 afos?.

b) Si no se pone ningln remedio, {qué ocurre con el nimero de orugas a
largo plazo?.




11. Problemas de limites

.........

16, Supongamos que tras realizar un estudio demografico de una poblacién

blbaceteﬁa obtenemos que el nimero de habitantes viene dado por la funcién

6400x+3000
f(x)= ez donde x es el n® de afios transcurridos.

a) ¢Cudntos habitantes tiene la poblacién actualmente?¢Y dentro de 2 afios?

b) Suponiendo que la funcién es valida para todo el tiempo, ¢Crees que la
poblacién creceria indefinidamente o se estabilizaria en torno a un
determinado nimero de habitantes?




11. Problemas de limites

.........

a) eCutntos gastos tuvieron inicialmente al crear la empresa?

b)éQué ingresos y que gastos tuvieron el primer afio?¢Y el segundo
afo?

c) El beneficio de la empresa serd la diferencia entre ingresos y
gastos. ¢Se puede decir que la empresa serd rentable con el paso de
los aflos?¢Tiende a estabilizarse el beneficio de la empresa?




11. Propiedades de los limites

lim f(x)+g(x)=lim f(x)+lim g(x)

lim f(x)-g(x)=lim f(x)-lim g(x)

lim f(x)/g (x)=lim f(x)/lim g(x)

lim(n? f(x))=n¢ lim f(x)

lim g(f(x))=g(limf(x))
Ej: lim log(x?)= log(lim(x?))




11. Limites Laterales

| Si los dos limites laterales no coinciden, se dice que no existe el lz'mc ). ||
) X —

Si lim flx) = lim_ f(x) = [ decimos que /lim flx) =1

xX—c X=>C

| Andlogamente, cuando los dos limites laterales son +c0 0 —oo.

EJEMPLO: lim,, _sf(x) =7
x?+1 six <0 ||lim,of(x)=7?
f(x)=4{5x+2 si0<x<1 lim,_,,f(x) =?
7 six=>1 N
lim,_,f(x) =7




11. Limites Laterales

Hoja Propuesta — Ejercicio 18 — Estudiar el limite en el punto que se pasa de
un limite al otro.

-l n x20

-
2+2 & x<0

m-{ .
£-1 8 220
xt2 n x<0

d)ﬂx)'{ 2+l n x¢<] i) = 2 & 0¢xe] om.{a n x<0

322 6 x2 p
3x:2 n x2] yin & .31 ' 8 %20

2ztl n x<-l
2 fx) = 1 & -1€x<0 hfix)=

;’-2 ° x>0

* R x<2 %+l n x?]
l .-
x'tlx.2 m %22 2x4l & x<l]




11. Limites Laterales

_______________________________________________________________________________________

__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

19. Expresa la funcién f(x)=|x2-1| como una funcién a trozos y calcula su
limite cuando x tiende a 1y -1.

- ;. -2
1 20. Calcula el limite de f(x)=h cuandox — oo ycuandox — — oo,

~ 21. Calcula los valores de “a” y “b” para que exista el limzf(x) y exista el
i X——

lim f(x), donde

x—1

x2+a six<-2
f(x)=<x—-5 si—-2<x<1
bx six=>1

___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________




11. Limites - Calculos
LIMITES CUANDO x — ®

limx_m f (x) =C # 00 Cuando ocurre esto se dice que
- hay una asintota horizontal

2x2—3
f(x) = =7




11. Limites - Calculos

LIMITES CUANDO x — o

P(x)
o)’

con Py Q polinomios

Si f(x)=

(1) SiGrado P > Grado Q = Tiende a + o . Para saber el signo
sustituir por un numero grande para ver el signo.

(2) SiGrado P < Grado Q = Tiende a 0.
(3) Si Grado P = Grado Q - Tiende al cociente de los nimeros que acompafian a los
monomios de mayor grado.




11. Limites - Calculos

LIMITES CUANDO x — ®

Hoja Propuesta — Ejercicios 25 a 29

, x* Cox=2xt+x . xt=x?
lim . : lim - lim —
22) = -2x"+3x' =6 23) 2x’ —6x 24) == x*+1  25) lim(x* —2x+1)

Sy 2 [x2 11
26)1,-,,.( : ) 27) lim | —— ! 28) lim —2X X 29) fim NXH17]
oo\ x+2 x-2 o | x* —4x+4 = 2x" =1 = Jx*4+2-4




11. Limites - Calculos

[LIMITES CUANDO x = ] | sifx)= 8*)

con gy h funciones

- Si g(x) crece mas rapido que h(x) tiende a o y si es al revés tiende
a 0.

-Orden de algunas funciones:
' ! !

log(x)~3x=x3~ x=x2 ~x~x2 ~x5~2X~7x

__________________________________________________________________________________________




11. Limites - Calculos

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

LIMITES CUANDO x — o ( Indeterminacion oo -0 )

________________________________________________________________________________

2x°

x+3

-Si es la diferencia de dos funciones, dependera del orden de cada una.

-Si hay raices y los grados son los mismos multiplicar por el conjugado numerador y

denominador (Ej: lim__ Jx? —x —=x).

e ——————————
y T \

i Hoja Propuesta

Indeterminacién ==

-Resolver la expresion si se puede ( Ej: lim

- 2x)

: : |
im,. 2 _2x 35 lim,__ > -2¢  36)lim2*—x?  37)lim,_ VX —x—x|

x+3 T x+1 X

38) lim, , Vx—1-x  39)iim ‘/”'}‘/”2 40) lim x> —v/x* —2x
X~ x X=p




11. Limites - Calculos

""""""""""""""""""""""

a”,cona#l
. 5 . 2241\ X 2
|41) lim 27 42) lim ()" 43) lim (32) Wi




11. Limites - Calculos

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————

LIMITES CUANDO x — ® ( Indeterminacion 1°°)

_________________________________________________________________________

Dos opciones: 1) Utilizar lim (1 + l) =e
’ X

A(x) | b7
2) Férmula “m(f(x)] _ R )[ '

x-2a g()()

""""""""""""""""""""""

545)1 C*;)xz 46) lim (-2

) anm(ER)T eum ()T

xX—> x— \2x-3




11. Limites - Calculos




11. Limites - Calculos

[LIMITES CUANDO x — —

lim,_._. f(x) = lim,_.... f(x)

""""""""""""""""""""""

x—1
2

50) lim (~3x’ +x)  51)lim (-3x+x)  52) lim

X—>—0 x-0 x




11. Limites - Calculos

LIMITES CUANDO x — g

Hoja Propuesta

55) lim(3x” — 6 +1) 56 (a2 -1 57) 1im 1)
5 (x+3)°




11. Limites - Calculos

|LIMITES CUANDO x —a|  ( Caso k/0)

E,con k=0
0

-Hay que estudiar los limites laterales para ver si salen + 6 — infinito.
lzg>lim  _ f(x) =% ; Dcha>lim _ . f(x) ==z

-Hay una asintota vertical en x=a.




11. Limites - Calculos

LIMITES CUANDO x — a ( Indeterminacion o/ 0)

-Descomponer numerador y denominador para simplificar.
-Si aparecen ral'ces[, multiplicar arriba y abajo por el conjugado.

md.umlnaewng
X" +x=-2 X =6x+9 o x'=25 ) Jx-Ja
lim / lim lim

62) ol x = 2x 41 63)' X 64) 8 x* w8y 65) 148 Y=q
I V3i+x-3 lim x+2

66) “ Vx 67)" " Vx+3-1




11. Limites - Calculos

_________________________________________________________________________________




12. Asintotas o ramas infinitas

Ixi_r)r; f(x)=%cw '

Los candidatos a asintota vertical se sacan de los puntos que no estan en
el dominio. Hay que estudiar los limites laterales para ver hacia donde
tiende el limite a cada lado.

-

Asintotas Verticales

Indeterminacién del tipo

(ntmero/0)

Estudiar asintotas verticales de la funcion:

2x%2+3
kY |

f(x)="2——




12. Asintotas o ramas infinitas

X—wo

Asintotas Horizontales i lim F(x) =k

o) y=k
lim f(x)=k

X —»—o

Estudiar asintotas horizontales de la funcién:

2%% +3

F(x)=

kY |




12. Asintotas o ramas infinitas

Asintotas Oblicuas

YV =mx+h

m =lim 10 n=lim[f(x)-mx]

X w X X o

Estudiar las asintotas de la funcion:

N 42

F(x)=—

-2




12. Asintotas o ramas infinitas

Asintotas Oblicuas — Caso particular de cocientes de dos polinomios

Si grado de P(x) — grado de Q(x) = 1, efectuamos el cociente indicado:

P(x) (x) PE) _...p. R
R(x) ax+b Q(x) e Q(x)
Larecta y=ax + b esasintota para x — +o0 y x —> —co,

x? ]

=x+1+ . Larecta y=x+ 1 esasintota.

Por ejemplo, y =

x—1 x-1




12. Asintotas o ramas infinitas

Ramas Parabodlicas

S B L) = ey laoseva 00 dene slmecs obicus, entonces poossca sna

y-rr

rama parabalics.

Hay don npon de tame parsbédic:
o | Concimbonto onda ver mbeigide 10 2. Crecimbenio cads ver mis kento

LW LR

La curva coece, o decoece, onls ver mis La curve owce, © deconce, cadls ver s
depriza. Die cvte tipo son Lo camas po-  dewpucio. De ente tipo son s uncioses

rabwislicas de L Funooses palindeica radicales v L logaritmicas




12. Asintotas en algunas funciones

W Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas, y = sen x, y = cosx, y=tgx, por ser periodi
tienen limite (ni finito ni infinito) cuando x - +e¢ ni cuando x — —<o. Por
carecen de ramas infinitas en +eo y en —oo. Sin embargo, la funcién y = rg x si
infinitas asintotas verticales:




12. Asintotas en algunas funciones

M Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal y una rama p
“de crecimiento cada vez mis ripido”.

J
a

a* y=a*
1 D<cac<l
‘_/l

v i




12. Asintotas en algunas funciones

Funciones Logaritmicas

M Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas, y = log, x, a> 1, solo estin definidas en (0, +oo).

Eleje Y es una asintota vertical a la que la curva se aproxima por
la derecha, pues h’rg‘ log, x = —co.
X

Cuando x — +co tiene una rama parabélica “de crecimiento
cada vez mis lento”.

y=log,x, &




12. Asintotas en algunas funciones

EJERCICIO PROPUESTO

1 ;Verdadero o falso?

a) La funcién y = |log, x| se representa asi:

Tiene dos ramas infinitas: una asintota vertical en y =0
y una rama parabdlica cuando x — +oo.




12. Asintotas en algunas funciones

EJERCICIO PROPUESTO

b) La funcién y = log, |x| se representa asi:

Pr—

Tiene una asintota vertical en x = 0 y sendas r
parabdlicas en —co y en +oo.




12. Asintotas

Hoja Propuesta

70) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

2 2 2
W= BN oG g @)=
2
MO=T0 MW=  WK=jm= N1 g=x3
71) Determina el valor de “a" para que la funcion f(x) = z:: tenga una asintota vertical en x=4.
ax?+2

72) Determina el valor de “a" para que la funcién f(x) =
x=2 y una asintota horizontal en y=1.

bx%+ax+1

tenga una asintota vertical en




13. Continuidad

Se Gce que una fumcién f(x) s continus on un pumto x = & % v sble #i b
se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Que el punto x= a tenga Imagen.
« 3fa)
2,  Que exista el limite de la funcion en el punto x = a.
. Aimfx) e lim f(x) = lim 1(x)
3. Que la images del pente coincida con el limite de la fencion es el punto.

. Ha)«limf(x)




13. Continuidad

Tipos de Discontinuidad

1. Discontinuidad evitable.

No existe f(a) o es distinta del limite

1. No existe magen,

2. Ls magen no contide con o limate,

2. Discomtinuidad inevitable o de primera espocie.

1. De salte finito, D e
No coinciden limites laterales

2. De salte infinite,

3. Discontinwidad esencial o de segundas especie.

No existe algin limite lateral




13. Continuidad

Estudiar continuidad — Indicar el tipo de discontinuidad

X% si X <2 x? si x <2
f(x)= f(x)=:2x si x>2
4 Six>2 1 S!'X=2

.
f(x):{x si X <2 '
4 8§ x=22

f(x)=x% si x=<2 '




14. Derivadas

DEFINICION DE DERIVADA:

Diremos que f(x) es derivable en x=a si existe el siguiente limite:

f’(d) L llfm f (x) Wy f (d) f (d + h) = f (d)

X—~a x—aq h

= [im
h—0

EJEMPLO: Dada la funcion f(x)=x"2, comprobar que f" (a)=2a.




14. Derivadas

- fla+h)-f(a)
Hh—0 h

_____________________________________________________________________

- Cuando h tiende a 0, el punto Q |
' tiende a confundirse con el P.
Entonces la recta secante S
tiende a ser la recta tangente a |
'la funcién f(x) en P, y por tanto |
el angulo a tiende a ser 3. |

'La derivada de un funci6n f(x)
en un punto es la pendiente de |
la recta tangente a esa funcion |
_en ese punto. |




14. Derivadas

Condicion de derivabilidad: Para que una funcién sea derivable en un
punto x=a tiene que existir el limite en dicho punto, es decir

> F@)= lim fla+h)-f(a)
existir el limite por la izquierda y por la dcha. "

-0 h

- Nota: Si es derivable es siempre continua (por tanto, si no es continua no |
' hace falta estudiar la derivabilidad). Ahora existen funciones continuas que !
' no tienen porque ser derivables. |

Estudiar continuidad y derivabilidad

_(—x six<0
f(x)_{x six>0



https://www.youtube.com/watch?v=NKu3_z8qUrs

14. Derivadas

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

' CRECIMIENTO. MAXIMOS Y MINIMOS.
Crecimiento -> Estudiar f'(x)>=0 (hacer una tabla para estudiar el signo)
Candidatos maximos y minimos " (x)=0

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

 CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION

Curvatura -> Estudiar " “(x)>=0 (hacer una tabla para estudiar el signo)

Candidatos puntos de inflexion f* “ (x)=0




______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

. Dominio — Dom(f) / Recorrido — Rec(f)

. Puntos de Corte

. Simetrias

1
2
3
4. Continuidad
5. Asintotas
6
7
8

. Crecimiento. Extremos relativos

. Curvatura. Puntos de Inflexion

. Tabla de valores y representacion.

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________



15.1. Puntos de corte

x=0 -> Despejar y

y=0 -> Despejar x




15.2. Simetria

Funcion Par f(x)=1(-x)

Simétrica respecto a eje OY

fOGO=x*-3x*+4

Funci6on Impar -f(x)=1(-x)

Simétrica respecto al origen —




PRUEBAS PAEG

CURSO 2011/12 — JUNIO - PROPUESTA A

1A. Dada la funcién
flx) =2+ az’ + br +c,

calenla los pardmetros a, b, ¢ £ R sabiendo que:
e la recta tangente a la grifica de f(z) en el punto de abscisa z = ~1 tiene pendiente -3

e f(x) tiene un punto de inflexion de coordenadas (1,2).

(2.5 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2011/12 — JUNIO -PROPUESTA B

1B. La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo t € [0, +x)

medido en segundos, por la funcién
N(t) = o

142t

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. jPara qué ¢ < [0, 4 ) la
concentracion de nitrégeno es minima y endl es esta concentracion? (1.25 puntos)
b) ;A qué valor tiende la concentracion de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito? (1,25 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2011 / 12 — SEPTIEMBRE -PROPUESTA B

1B. Dada la funcion .
az® +b

2 4+ 6

flx) =
calcula los pardmetros a,b € R sabiendo que:

= f(xz) tiene una asintota oblicua de pendiente 2

s f(x) tiene un minimo relativo en el punto de abscisa x = 0. (2.5 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2010/11 — JUNIO - PROPUESTA A

422 + 3z + 4
2x

a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f(x). (1,25 puntos)

1A. Dada la funcién f(x) =

. se pide:

b) Coordenadas de los mdximos y minimos relativos de f(x). (1,25 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2009/10 - JUNIO - PROPUESTA B

1B. La velocidad de una particula, medida en m/sg, estd determinada en funcién del tiempo t > 0,
medido en segundos, por la expresién v(t) = (t* + 2t)e™%. Se pide:

a) ;En qué instante de tiempo del intervalo [0, 3] se alcanza la velocidad méaxima? (1,25 puntos)

b) Calecula tll'm v(t). e interpreta el resultado obtenido. (1.25 puntos)
—Oo0




PRUEBAS PAEG

CURSO 2009 /10 — SEPTIEMBRE - PROPUESTA A

1A. a) Definicién de derivada de una funcién en un punto. (0.5 puntos)

[ ar 4 senx s
2r — a2 :
b) Dada la funcién f(x) = « br + ¢ sft0Sx <1  determina los pardmetros a, b, e € R
1
P — siex 21
1+

\
para que f(x) sea una funeién continua en & = 0, y ademds sea continua v derivable en & = 1. (2 puntos)

2A. a) Determina el dominio de la funcién f(z) = v2x + 1. (1 punto)

0
b) Calcula la integral definida: / : f(x)dz, (1,5 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2009 /10 — SEPTIEMBRE - PROPUESTA B

Jx 1 0
1B. Dada la funcién definida por f(z) = 0 =x 1 |, se pide:
-1 0 -6

a) Halla su expresién polinémica simplificada calculando el determinante. (0.5 puntos)

b) Calcula las coordenadas de su punto de inflexion y los intervalos en donde sea céncava hacia
arriba (L) y céneava hacia abajo (M). (2 puntos)




PRUEBAS PAEG

CURSO 2008/09 - SEPTIEMBRE - PROPUESTA B

2

B. Se sabe que la recta y = 9 es una asintota horizontal de la funcién f(x) = s Calcula el valor

del parametro a € R. Estudia si para dicho valor del parametro tiene asintotas verticales u oblicuas.

2 4+4xr+3 siz< —1

B. a) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x) = { 1 — g2 5 o P




