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5.0.- Introduccion

El Cdlculo Integral, que es una de las méas importantes y complejas partes del Analisis Matemético tiene
su origen en el estudio del drea de figuras planas. Las férmulas para el célculo de las areas de triangulos y
rectangulos eran ya conocidas en la Grecia Clésica, asi como la de los poligonos regulares previa descomposicién
en tridngulos.

El problema se plantea a la hora de calcular &reas de figuras limitadas por lineas curvas. Euclides (300
a.C.) sigue los trabajos de Eudoxio (400-355 a.C.) para calcular el &rea del circulo por el método de exhaucién, es
decir, inscribiendo en él sucesivamente poligonos con mas lados. La suma de estas areas se aproximaba cada vez
mas al area del circulo, estando en el “limite” el valor exacto.

Arquimedes (287-212 a.C.) hall6 también el area encerrada por un arco de paradbola y la cuerda
correspondiente, cosa realmente dificil en aquel tiempo, ya que no se disponia del algebra formalizada ni de la
geometria analitica. El método utilizado era el de agotamiento, esto es, se encaja el area entre dos poligonos, uno
inscrito en la regién y otro circunscrito a la regién.

Desde los griegos hasta el siglo XVII poco se hizo con relacién al célculo de areas y volimenes de figuras
limitadas por lineas o superficies cerradas. Pascal, Fermat y Leibniz comienzan un estudio engarzado con el
célculo diferencial; asi pues, aunque histéricamente se estudian los primeros elementos del célculo integral antes
que el diferencial, en el siglo XVII se estudian y configuran a la par, relacionandose por medio de muchos e
importantes resultados.

En esta primera de las dos unidades que dedicaremos al célculo integral, nos centraremos en el Cdlculo
de Primitivas, herramienta necesaria para la sequnda unidad, en la que aplicaremos lo visto en esta para el calculo
de éreas.

5.1.- Concepto de Primitiva de una funcion

Como hemos visto hasta ahora, la derivacién es una técnica a partir de la cual dada una funcién
cualquiera f(x) podemos calcular su derivada f'(x). Pues bien, ahora vamos a trabajar el proceso contrario, en el
que conocida la derivada de una funcién f'(x), tratamos de encontrar la funcién de la que proviene, primitiva, f(x).

Funcion Derivacion Derivada

v

Flx)=x%*+2 Flix)=2x

Integracién

A

Sean f y F dos funciones definidas en un mismo intervalo de definicién I, decimos que F(x) es la primitiva
de f(x) en el intervalo I si ocurre que: F'(x) = f(x)

F(x) es la funcién primitiva de f(x) < F'(x) = f(x)

Si una funcién tiene una primitiva, entonces tiene infinitas, que se diferencian entre si en una constante.

X2 +7
Ejemplo 1: La funcién f(x) = 2x tiene por primitivas F(x)=1x* engeneral x%+K
x? -4

Se llama integral indefinida de una funcién f(x) al conjunto formado por todas sus primitivas, y se representa
por:
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j F(x)dx = F(x)+C

Se lee integral de f(x) diferencial de x, y donde C es un nimero real cualquiera llamado constante de
integracion.

5.2.- Propiedades de las integrales indefinidas

Como la integral es la funcién inversa de la derivada, cumple las mismas propiedades que ella:

e La integral de la suma (diferencia) de dos funciones es igual a la suma (diferencia) de las integrales de
dichas funciones.

[0+ glx)x = [ flx)obx + [ glx)cbx

e La integral del producto de una funcién por una constante k, es igual a la constante por la integral de la
funcién.

j k f(x)dx = k- j F(x)dx

(un factor constante puede sacarse fuera de la integral)

5.3.- Tabla de Primitivas

Como ya hemos podido comprobar en lo visto hasta ahora en la unidad, el problema de determinar la
integral indefinida de una funcién se reduce al de hallar una primitiva, es decir, al de calcular una funcién cuya
derivada sea la funcién a integrar. Antes de empezar con los métodos y, a modo de curiosidad, debemos saber que
no todas las integrales se pueden expresar como una funcién elemental, sino como producto o cociente de otras.

Realmente son pocas las integrales que se pueden abordar con un Gnico método. Por el contrario, es muy normal
que debamos combinar varios de los métodos que veremos en lo que resta de unidad para integrar una funcién.
Todos los métodos que abordaremos tienen como objetivo final transformar la integral inicial en otras hasta llegar
finalmente a integrales inmediatas. Por ello, el primer método de integracién y base de todos los demaés de los que
veremos a continuacion, es el de integracién inmediata, esto es utilizar “al revés” la tabla de derivadas de las
funciones elementales vista en la unidad anterior y que resumimos a continuacién:

Tipos Formas
. Simple Compuesta
. a+l fa+1
Potencial (a =-1) [xeax = [£1Fodx =
a+1 a+l
Logaritmica jldx =In|x| _[ia’x =Inff|
X f
[erax =e [ (x)ax =™
Exponencial x £(x)
L ja"dx A jaf“)'f'(x)dx -9
Ina Ina
Seno [ cos xdx = senx [cosFF dx = senf
Coseno | senxdx = —cos x [senf f'dx = —cosf
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_[sec2 xdx =tgx _[secz(f)f'dx =1g(f)
Tangente _[(1 + fng)O/X = ng j[l + fgz(f)]f'd)( = fg(f)
1 '
= dxc =1
J‘cosz x o =1gx '[cosz(f) we=19(f)
_[co sec? xdx = —cotgx _fco sec?(F)f ' dx =—cotg(f)
Cotangente _[(1+ca7‘gzx)dx=—co7‘gx j[1+ca7‘g2(f)]~f'dx=—co7‘g(f)
1 f'
_[52”2)( dx =—cotgx -[Senz(f) dx = —cotg(f)
1 r'
[~—=—=dx = Arcsen(x) = -Arccos(x) [—=—==dx = Arcsen(f)=—-Arccos(f)
[ _ 2 [17 2
Arco Seno ! IX . ¥ f"( ‘ ‘
JWX = Arcsen [;) =—Arccos [;] _[de = Arcsen(;j =—Arc cos(;j
'[1 S dx = arctg(x) J'lf7dx = arctg(f)
Arco Tangente i .
_[ ! a’lear'cf_q x _[La’/\’:lardg £
a +x* a a a® + 73 a a
NEABETEING — 15D I @X N /x = neperiano + arco tangente M =0, ax’ + bx +c¢ irreducible
tangente ax® +bx+c

5.4.- Técnicas de integracion

RELACIONES TRIGONOMETRICAS

1+tg®x=sec?x |

Antes de comenzar con todos los
métodos de integracién, conviene recordar
(porque las necesitaremos en muchas tgx
integrales), ademas de las propiedades de los
logaritmos vistas en el curso anterior, las
principales relaciones trigonométricas que s -
resumimos en la tabla de la derecha: 1-tga-tgb T+tgx-tay

X 1-cosx
. sen—=,———
integrales 2V 2

sen’ x +cos” x =1 1+cotg® x = cosec’ x

senx COos X
=— cotgx = Secx = COSec X =
COS X senx COS X senx

sen(x-y)=senx-cosy—cosx -seny

sen(x+y)=senx-cosy+cosx-seny

cos(x+y)=cosx-cosy-senx-seny cos(a-b)=cosa -cosb+sena-senb

tg(a+b)= tg(x-y)=

sen2x =2senx-cosx
Nota: FEn muchos casos de

trigonométricas, resulta muy util reducir los

cos2x = cos’ x-sen® x

exponentes pares. Esto se consigue despejando 2 z
, , 2t -
en la formula del coseno del dngulo doble, tg2x = — 39X tgX = [locosx
1-1g" x 2 N1+cosx

obteniéndose las relaciones.

senx-seny =%(cos(x—y)—cos(x+y)) COSX-COSY = %{cos(x—y}+cns[x +y))

1-cos2x 2 1+cos2x
_— b) cos® x=———
2 2

5.4.1.- Integracion por Descomposicion

Consiste en descomponer una funcién f(x) de la forma: fi(x)+f2(x)+......... +1.(x), de forma que
descomponemos una integral en muchas que se resuelven mas facilmente.

Senx-cosy :%[sen(x+y)+sen(x—y}] cosx-seny:%(sen(x+y]—sen(x—y))

a) sen” x =

[ fee)dx = [ filx)x+ [ fy(x)x + oo + [ £(x)dx

Aunque la aplicacién de las propiedades de linealidad de la integral vistas en el apartado 5.2 no es realmente un
método de integraciéon considerado como tal, es uno de los métodos mas utilizados o combinados con otros,
proporcionandonos, en muchos casos, soluciones sencillas a determinadas integrales.

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 2: Caleular [(senx +cos xYdx

j (senx +cos x)’dx = j (sen®x + cos® x + 2senx cos x)dx = j(senzx +cos? x)dx +
Utilizando este método:

+j 2senx cos xdx = _[ ldx + _[ sen2x-dx = _[ lax + %stean-dx =X —%cos 2x+C

Otros ejemplos de este método son:

a)Ithde =I(l+tg2x—1) dx:'[(1+tg2x)dx—fldx =tgx—-x+C

sumamos y restamos 1

utilizamos 1=sen?x+cos” x

b),[ dx _,[ sen2x+coszde:I dx +J- dx

3 . . >— = tgx —cotgx +C
sen“x-cos” x cos“x 7 sen“x

sen’x-cos? x

2 2
C)Ilfﬁdx:]l;fxz1dX:_[dX—.[1ib;2 =x—arctgx+C

1 1,1 1, 2 2¢0dx 2
Nt -almss Flagss algeihee

multiplicamos y dividimos por 2

cambio trigonométrico multiplico y divido por 2

e)'[cos2 xdx =J.de :—(J.dx-i—_’.COSZXdX) :;[x-i— éj.Zcostde :%x+%sen2x+c

Como se puede ver en el ejemplo, la estrategia de sumar y restar una misma cantidad, al igual que la de
multiplicar v dividir por una misma cantidad, resulta bastante util en determinados casos y ayuda a simplificar el
cdlculo de determinadas integrales.

5.4.2.- Integracion por simple inspeccion

Dos sencillas férmulas nos capacitan para hallar primitivas de forma casi inmediata. La primera es,
ayudandonos de la regla de la cadena, y de la tabla de derivadas compuestas:

J.Q‘(X)'[Q(X)]rdx = L[g(x)]”l +K conr#-1
r+1

2
Ejemplo 3: Calcular I @dx

. , . (Inxy 1 " 1 °
Utilizando la férmula anterior: I dx = I—(ln x)Ydx==(nx) +K
X X 3

La segunda férmula de integracién rapida es consecuencia de la derivada de una funcién logaritmica y de la regla

de la cadena:
J‘ g'(x)
g(x)

dx:1r1|g(x)|+K

2
Ejemplo 4: Calcular I x:( 5c/x

Utilizando la férmula anterior:

2 2
Ix:( 5dx:%j'x33x_5dx:%ln‘x3—5‘+,(/
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5.4.3.- El método de sustitucion (6 cambio de variable)

Como su nombre indica, este método (también consecuencia de la regla de la cadena) consiste en

introducir una variable t, que sustituye a una expresion apropiada en funcién de x, de forma que la integral se
transforme en otra de variable t, mds fdcil de integrar.

se trata de sustituir la variable x por otra variable t mediante una nueva funcién x = g(t) para transformar el
integrando f(x)-dx en otro mas sencillo.

[feydx = [glt)dt (Mas facil)
Este proceso se hace en tres pasos.
a) Hacemos el cambio de variable: Sustitucién de la variable x por la variable t.
» Forma directa
Se hace x = g(t), de donde dx = g'(t)-dt . Sustituyendo en la integral, resulta:
J flxldx = [ f[ g} g'(t)lt
» Forma reciproca
Se hace t=u(x), de donde dt=u'(x)dx, se despejan a continuacién x y dx, y se sustituyen en el
integrando.
b) Integramos de la nueva funcién en t
Si la funcién en t es mas sencilla que la dada, se procede a su integral. En caso contrario debemos buscar otra
sustitucién mas adecuada.
c¢) Deshacemos el cambio: Sustitucion de la variable t por x.

Una vez calculada la integral en funcién de t, deshacemos el cambio de variable para dar el resultado en funcién
de la variable original x.

Ejemplo 5: Calcular I (x+3)dx .

Hacemos: (x +3)=v,deaqui, x=v-3 =& dx =du , sustituyendo:

11 _ [, _i 12 _i 11
[Or+3)id = [uldu= S0+ K= (x4 3)! + K

Este método se suele utilizar en funciones que tienen raices (Radicalarias).

Ejemplo 6: a) Calcular IX\/I —xdx .
Hacemos: (1-x)=v,deaqui, x=1-v = dx =-du , sustituyendo:

1 1 5 1 5 3 5
jx\/I—xa’x = _[(1 —U)?(~-du) = —_[L/E —12du = —j'uia’u + _[L/Edu = —%ui +%UE +K=(1 —x)\/l—x{%(l —x)—%] =

= (1—x)\/1—X[_6'1Y5_4)+K

t=3x+1

dr

b) Calcular J'es’”lc/x =
dt =3dx > dx = 3

= je'~% = %‘[e'o’f = %e' +C =%e3"+1 +C
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5.4.3.1.- Algunos cambios de variable frecuentes

e Para calcular una integral de tipo Isen"xcos’" x dx

o Sin es impar, aplicamos el cambio de variable t=cosx.
o Sin es pary m es impar, aplicamos el cambio de variable t=senx.
o Sinym son pares, aplicamos las férmulas trigonométricas vistas al principio del tema:

5 1-—cos2x 2 1+ cos2x
sen“x = ———— cos” x = ————
2 2
e Para calcular una integral de tipo I\/OZ - x%dx , aplicamos el cambio de variable X _sent
a
+_Ejemplos:
2
-1 t° - 1}
1+2x=t> x= [
2 2 2 3
Q) [-—dx - 2 |-f—asd [[E=2eet 2 :—j _ 2t t)dt =
1+ 2x 3t*dt t

2dx = 3t%dt dx =

S5 5 e T - e T e

t
t =tgx dt:(1+tg2x)dx:(1+t2)dx d = d 5 Veamos a parte
dx 1+t
b) .[172 = 1 =* | el desarrollo de
+ COS™ X COS X = : cos x
V£ +1
=S _ 1-cos’x _ / -1 o t'+1= 1 < cos’x= 1 < cosx = 1
cos X cosx cos”® x " cos? x cos® x t?+1 t?+1
dt
_J' 1+t _J‘l—i—t _J‘ J‘ dt :LArctg ot _ Deshacemos :QArctg tan x L C
2+1t7 2+t° (\/§)2+t2 \/E \/E el cambio 2 \/E
1+t2 1+t%

1—\/; x=t° 1-t3 3 6 Deshacemos
) 'fs—dxz{dxzasdt} [ = 6t°dt = 6[(1—t*)t°dt = 6[(t* —t )alt_2 -t e [elcamblo }_

SF x«/_+C

5.4.4.- Integracion por partes

Este método se suele utilizar cuando tenemos producto de funciones, y lo que hacemos es separar la
integral en dos partes, mediante la f{érmula de integracién por partes:

Iu-dv =uv-— Iv'du

La mecéanica que se sigue para integrar con este método es la siguiente: Si tenemos que calcularj f(x)-g(x)dx ,
hacemos u = f(x) y dv = g(x)dx ; calculamos du= f'(x) y v = jg(x)-dx , v después sustituimos cada una de ellas

en la férmula de integracién por partes. ju-dv =uv-— Iu-du
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Para recordar la férmula de la integracién por partes, existe una regla nemotécnica: “un dia vi una vaca vestida
de uniforme”

e Alahora de elegir u vy dv, hemos de tener en cuenta dos cosas:

v' La parte escogida como dv ha de ser facil de integrar.
v jv'du no debe ser mas complicada de integrar que Ju-dv

A = Funciones Arco (Arcsen, Arccos, Arctg..) Para facilitar las cosas a la hora de elegir u, utilizaremos la regla

L= Funciones logaritmicas. (log, log, In) ALPES.
P = Funciones polinémicas.
E = Funciones exponenciales (a*, &) El orden de preferencia al elegir quien es la funcién u es de izquierda

S = Funciones trigonométricas (Sen, Cos, tg...) a derecha:

A>L>P>E>S

Ejemplo 6: Calcular IX"'“]XO’X

Hacemos v=Inx av=x"
1 Xn+1

du=— V=
X n+1

Aplicamos la regla de integracién por partes:

X/v+1 Xn+1 1 Xn+1 1 Xn+1 1 Xn+1 X/v+1 1
x"Inxdx =—Inx - —adx = Inx ——— | x"dx = Inx -—— = Inx -———
-[ n+l -[n+1x n+1 /1+1-[ n+1 n+ln+1 n+1[ n+1J+K

A veces sera necesario repetir este método varias veces. ¢Cuando?, Si tenemos:

Producto de un polinomio por una exponencial. (x"e*)
Producto de un polinomio por seno o coseno. (x"cosx, x"senx)
Producto de un polinomio por In. (x™Inx)

Producto de una exponencial por sen 6 cos (e*senx, e*cosx)
Las funciones circulares inversas.

Ademas de esto pueden aparecer casos ciclicos, es decir, casos en los que después de aplicar éste método varias
veces, vuelve a obtenerse la integral original. En estos casos se puede despejar de forma sencilla la integral y
obtenerla facilmente.

Ejemplo 7: Calcular f e*-senx dx

U=cosx du=-senx
av=e" v=e”*

u=senx du=cosx

e“senx dx =
-[ [ av=e* v=e”*

} =e*senx — _[e* cosx dx :{ } =e*senx — [e* cosx — _[ e*(fSenX)J =

= e*senx —e* cosx - [e*senx dx
Llamando:
I= fe"-senx ax
Tenemos:
I =e“senx—-e*cosx—-T
Y agrupando tenemos:

; ; e* (senx - cosx)
2T =e*senx —e*cosx — I:f
Y por tanto:

e* (senx - cosx)

2

Ie*~senx dx = +

© Ral Gonzalez Medina 2015 Integracién V-7



Matematicas 22 Bachillerato CCNN

5.4.5.- Integracion de funciones Racionales

En los apartados anteriores ya se han integrado funciones racionales, por ejemplo:

S e [ ab)l dx = — [ +C  con  r#1
-r+1

[g(x)]

Y parar=1

J‘wdx = ln|g(x)| +K
g(x)

También nos acordamos de:

jlf}zdx:arctg(f) y de J‘asz'ﬁdx:%arctg(gJ

Pero existen casos en los que no podemos utilizar ninguna de las formas anteriores.

)

Para el célculo de integrales de la forma J %dx, donde P(x) v Q(x) son polinomios enteros en x con
X

coeficientes reales, lo que haremos es descomponer el polinomio Q(x) en suma de fracciones simples de la forma
(ax + b).

e Sigrado P(x) = grado Q(x), antes de descomponer, efectuamos la divisién euclidea:

Pl _ o, B
Q(x) Q(x)

e Si grado P(x) < grado Q(x), no es necesario hacer divisién euclidea y directamente pasamos a
factorizar el polinomio Q(x).

Factorizamos el polinomio Q(x), v una vez descompuesto Q(x) en sus raices, se pueden presentar varios casos:

5.4.5.1.- Caso I: Factores lineales distintos

A cada factor lineal ax+b que aparezca una sola vez en el denominador de una funcién racional propia le

corresponde una sola fraccién de la forma: , donde A es una constante que habra que determinar.

ax+b

Ejemplo 8: Calcular | %
X2 —

Factorizamos el denominador x? -4 =(x +2)(x - 2)

1 A 8
x2-4 x+2 x-2

Lo descomponemos en fracciones algebraicas sencillas:

Calculamos las constantes Ay B:
1=A(x-2)+B(x +2) ()]
1=(A+B)x +(2A-2B) 2
a) Por comparacién: A+B=0 y 2A-2B=1

De donde:
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b) O directamente sustituyendo el valor de las raices x=2 y x=-2 en la ecuacién (1).

1=44 1 -1
> a-l g-_L
1--48 4 v 4

Por cualquiera de los dos métodos, tenemos:
1 _1/4 1/4
x2-4 x-2 x+2

Entonces:

x -2

In‘x72‘f%ln‘x+2‘+K:%Inx+ +K

J- ax :11- ax 1. dx :1
x*-4 47x-2 4'x+2 4

5.4.5.2.- Caso II: Factores lineales repetidos

A cada factor ax+b que aparezca n veces en el denominador de una funcién racional propia le corresponde
una suma de n fracciones simples de la forma:

A 4 A A

ox b (ax i by +(ax+b)3 ..................

Donde A; son constantes que habra que determinar.

4 3
Ejemplo 9: Calcular f %a’x

Como el grado de arriba es mayor que el de abajo, primero hacemos la divisién euclidea:

xt—xd-x-1 x+1
x* - x? =X_x3fx2
Factorizamos el denominador: x* - x* = x*(x -1)
. . . . Cox+1 A B c
Descomponemos en fracciones simples atendiendo a que unos son simples y ofro doble: ————="—+— + ——
xX(x-1) x x* x-1
Calculamos las constantes A By C:
x+1=Ax(x-1)+B(x -1)+¢x?
Sustituyendo x=0 obtenemos:
1=-B & B=-1
Sustituyendo x=1, obtenemos:
2=C
Y sustituyendo x=2, (elegimos el 2 al azar), obtenemos: 3=2A+B+4C de donde calculamos A: & A=-2.

4 3
De forma que nos queda: j%a’x = fx-dx T ZJ'dTX o f% - :’—Xl

E integrando :
| & |

xt-xP-x-1 1
.[ x -1

X=7X2+2|n‘X‘—l—2|n‘X—1‘+K=1XZ—l+2|n +K
2 X 2 X

5.4.5.3.- Caso IlI: Factores cuadraticos distintos

A cada factor cuadrético irreducible ax?+bx+c que aparezca una sola vez en el denominador de una
funcién racional le corresponde una sola fraccién simple de la forma:

Ax +B

ax®+bx+c
Donde A y B son constantes a determinar.
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Ejemplo 10: Calcular _[ %d
+

Factorizamos de denominador:
x*+3x2+2=(x*+1)(x* +2)
Descomponemos:
X+ xP+x+1 Ax+B Cx+D

x*+3x2+2 x*+1 x*+2

Calculamos las constantes AB,Cy D:
X} +3x2+2=(Ax + B)(x? +2) +(Cx + D)(x? +1)

De donde A+C=1; B+D=1, 2A+C=1y 2B+D=2, que resolviendo nos da: A=0, B=1, C=1y D=0.

Por tanto:

X+ x?+x+1 ax xadx 1
dx = + =arctgx +=In|x? + 2|+ K
-[ x*+3x%+2 sz+1 J‘,\/2+2 CallP ‘ ‘

5.4.5.4.- Caso 1V: Factores cuadraticos repetidos

A cada factor cuadrético irreducible ax?+bx+c que aparezca n veces en el denominador de una funcién
racional propia le corresponde una suma de n fracciones simples de la forma:

Ax+8  Ax+4 Ax+8,

2
ax® +bx+c (a,\/2+b)(+(:)2 (a)(2+bx+c)3

Donde A y Bi son constantes a determinar:

x57x4+4x374x2+8x74d
Ix
(x*+2)°

Ejemplo 11: Calcular I

Descomponemos:
x°—x*+4x°—4x*+18x-4 Ax+B Cx+D  Ex+F
= + +
(x*+2)° x2+2 (¥2+2P¢ (x*+2)

Calculamos las constantes AB,CDE vy F:

X°—x* +AX° —4x® +8x —4 = (Ax + B)(X* +2Y +(Cx +D)(x* +2) + Ex + F =
Ax® + Bx* + (AA+C)x* + (4B +D)X* +(4A+2C + E)x — (4B +2D + F)

De donde A=1; B=-1, C=0 y D=0, E=4 y F=0.

Entonces:

V2 1

——In(x +2)——a/*c7‘ \/_ % +2)2

X% —x* +4x° - 4x° +8x -4
j 2 o) a’x:f
(x*+2)

X%

+

Nb—l
Q

xdx
4,[( 2 2)3

5.4.5.5.- Caso General

En el caso general, si en el denominador de una funcién racional aparecen raices reales y complejas, lo
descomponemos teniendo en cuenta que cada factor en el denominador de la forma (x—a)" da lugar a n fracciones

simples del tipo L, l,conl=1,2 ..., ny cada factor de la forma (x>*+bx+c)", con b>—4c < 0, da lugar a
xX—a
n fracciones simples del tipo Ax—+Bl’ conl=1,2,...,n
(x2 +bx + c)
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5.5.- Ejercicios Resueltos

1.- Calcular las siguientes integrales:

-1
s S
)I(X 1y x—1"
b) J'n—xdx jllnzxdx=%ln3x+€

In? x

c) jm—xdx=2jm—xdx=2jilnxdx= +C
X X X

d )J sen®x-cos 3xdx :j [%}cos 3xdx = j( co§3x - % c0S2x-CoS 3x}:’x =

IcosSx [cos( x)+cos(5x)}j J-c053xa, J-cos( ) g Jcos5x =

_ sen(3x) . sen(b5x) . sen(-x) _sen(3x) . sen(5x) sen(x)
6 20 4 6 20 4

senx —-senx

e '[f_qxa’x I :—.[ cosx

1 1 X
1) J.XZ +9a’x = J.XZ +32dx =§arcfg(§j+€

g jsen3xdx = jsenx(l —cos? x)dx = J'senxa’x - J'se/v(-cos2 XdX = —COSX +

+C

dx = —In|cosx| +C

3
cos™ X
Qe

= —arcsen(x )+C

" X o X

)IJ1_X4 g 'f\/l—(XZ)Z 2JJ1 T2
, 1, 2 1 i

l) J.X;\:rgdx:I(X2;+9dX:§J.(/\/2)—;\/+9dX:Eaf'cfg[%J‘f‘C

; dx ¢ adx [ dx
J) J.6X+€X_J-ex+1_J.62X+1_'|.22X+1dx_2 eZX+1

X X

e e

2.- Hallar la funcién F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la funcion 7(x)= e

e’ +1

Calculamos la integral de J—dX eJ—IdX =
e’ +

e’dx =dt
Hacemos un cambio de variable | e* =+ dt dt |, por tanto la integral queda:
et
1=A(t+1)+ Bt ) )
j dr+j——<#—-5/t 0-51=A4 :j—a&—j——ﬂﬁaAnVLqu+q:m
t t+1
sit=-1-1=-8

o
t+1

IF+¢

Deshacemos el cambio:

In , v multiplicamos por e, de forma que:
e” +1
1 | e |
—a’x e dx =In +C
e” +1 e* +1 |e" + 1|
Como F(0)=2;
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e|n1+6'=2:>6'=2—e|n1
2 2

De forma que:

La’x:ln +2—e|nl
e’ +1 2

e” +1

3.- Determinar f(x) sabiendo que f”’(x) =24x; ’(0)=2, £(0)=1 v f(0)=0.

" _ 2
f"(X):I24XdX:12X2+C Como f’(0)=2, entonces C=2 => Frx)=12x"+2

f'(x)= J'(IZ)(2 +2)dx =4x*+2x+C"', Como f(0)=1, entonces C'=1 D> F'(x)=4x* +2x +1
Y por ultimo:
f(x):j(4x3+2x+1)dx =x*+x*+x+C"", Comof(0)=0,> C"'=0y |[F(x)=x*+x*+x

4.- Calcular las siguientes integrales:

2
-x+1
X+ X
Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario dividir.
2
x“-x+1 A
3—=—+2L—> x?—x+1=A(x?+1)+ B(x)
xX’+x x x°+1

Six=0 2 1=A
Six=1=> 1=2A+B = B=-1
Por tanto:
2
.[XX;—X;IO’X = _[%a’x—'[x ! 1o’)( =In|x|-arctg(x)+C
+ +

2
b '[ ;\’+1?X+5 dx
X +3x°-x-3

Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario hacer la divisién euclidea.

t 3 -1 -3
1| 1 43
t 4 310
- 3| -3 -3
Sacamos las raices de x° +3x% — x —3 = 0; Hacemos Ruffini: 11 |_O

Por tanto: x3 +3x% —x -3 =(x+1)(x+3)(x-1)

Descomponemos:

x> +10x+5 _A B A
x3+3x%-x-3 x-1 x+1 x+3
= x2+10x+5=Alx +1)(x+3)+B(x -1)(x+3)+ C(x -1)(x +1)
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Six=1=> 16=8A 2 A=2
Six=-1=> -4=-4B = B=1
Six=-3 2 -16=8C 2 C=-2

Por tanto:

1
x+1

J- x?+10x+5

2
)(3+3)(2—)(—3C’IX=J.,~(—1C’IX1LI

a’x+J' 2 a’x=2|n|x—1|+|n|x+1|—ln|x+3|+C'
X +3

“_3x%-3x-2
C)J‘X X X

3 > dx
X' —-x°-2x

En este caso, tenemos que el grado del numerador (arriba) es mayor que el grado del denominador (abajo), por
tanto es necesario hacer la divisién euclidea.

x'-3x%-3x-2 :(X—Z)— 7x+2

x}-x?-2x x}-x?-2x
Por tanto:
x*-3x3-3x-2 Tx+2
ax =|(x-2)dx - | ———dx
'[ x}-x?-2x I( ) '[X3—X2—2X
Vamos a calcular primero:
J 7x+2 dx
X3 —x?-2x
Descomponemos el denominador en raices:
0
xX-x?-2x=00x(x*-x-2)=0 x(x-2)(x+1)=0= x =12
-1
Por tanto:
_Txx2 AL B 2o Ale—2)(x+1)+ Bx(x + 1)+ Cx(x —2)
xXP-x?-2x x x-2 x+1

Sustituyendo los valores de las raices obtenemos:

Six=0=>2=-2A > A=-1
Six=2=> 16 = 6B = B=8/3
Six=-1=>-5=3C=2>C=-53

Entonces:
7x+2 A B c dx 8; dx b dx
e el oLy B o Lot It pesie S oy
:—In|x|+§|n|x—2|—%ln|x+1|
Por tanto:
*_3x*-3x-2 Tx+2 2 8 5
_[XX3_XX2_;X O'X=J(X—2)0’X—IX3_):(—:_2X0’X:%—2X+In|x|—§In|x—2|+gln|x+1|+6‘
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5.- Calcular las siguientes integrales:

u=arctgx du= 2

1+ X2 dx _ x*Arctg(x) —lj X

a) jx-arcfgxa’x = o 5 2o ax
dv=x V= >
xXArctg(x) 1 1 x*Arctg(x) 1
:f_z'h_lh\/zdx: > —§X+Arcf_q(x)+€

v=e”* du=-e*dx
dv=cosx v=senx
J{ v=e”* du=-e¥dx

b).[ e cos xdx = { } = e "senx + .[e”‘senxdx = e *senx +

—e " cosx — [ e cos xax
dv=senx v=-cosx
Tenemos una integral que en la que volvemos a la original (ciclica). Por tanto:

e *senx —e ¥ cosx N
2

c

I=e"senx-e“cosx-I=1I-=

u=x* du=2xdx
dv=cosx v=senx
U=x au = dx
{dv =Senx v=-CoSx

c) sz cos xdx = { } = x%senx — ZIxsenxdx = x’senx -

}+xcosx+J'cosxa’x =

= x’senx +2xcos x —2senx =2xcos x +(x? —2)senx +C

u=x dU = dX Xe4x 1 Xe4x e4x
d)| xe**dx = = -—|e*dx = - c
)'[ ¢ dv=e* v= le“* 4 € 4 16
4
] u=x*  du=2xdx e 2 JE Y
e) jx3e‘x dx = , 1 . |=- +Ixe"‘ ax =— - =— X+ +cC
dv=xe™ v= ?e’x 2 2 2 2

v=sen(lnx) du=cos(ln x)-%

f) Isen(lnx)a’x =

= xsen(Inx) - .[cos(ln x)dx = xsen(Inx) -
av =dx Vv=x

1
_|y=cosinx) du= —sen(lnx)-; =—xcos(Inx)- jsen(ln x)ax

av =adx V=x
Volvemos a tener una integral ciclica:

xsen(Inx) ; x cos(lnx) i C

I =xsen(lnx)-xcos(lnx)-I = I =

6.- Calcula la primitiva de la funcién f(x)= [ln XT que se anule en x =¢

Calculamos la integral indefinida de f(x)
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I[Inx]za’x =

v=Ilnx a’u=l

dv=Inx v=x(Inx-1)

—x(Inx-1)+x = )([In)(]2 —2xlnx+2x+K

Como tiene que ocurrir que 7(e) =0, entonces:

e-2¢e+2e+k=0 k=-

2 2
Por tanto la primitiva pedida es es: J.[lnx] ax = X[In XJ -2xInx+2x -e

7.- Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) _[(sz —4x+ 5)dx

b) J'[ 3X\F+2}d 74—2)(&+2|n‘x‘+€

o ,[ 1-cos2x
2x —sen2x

2 1
5 X -2x*+B5x+C h) j[3X+?]dX

1+x

i) jud %4+x2+ln‘x‘+6‘

%In‘sen(Zx%ZX‘JrC‘ 0 J~ 4x+8

- ax 2In‘x2+4x‘+6
X +4x

Matematicas 22 Bachillerato CCNN

X =X|nx(|nx—1)—_[(lnx—1)dx=X|nx(|nx—1)—

ﬁ)Icos[%]a’x 2:sen(5)+C
de 3X2+1 -

0) [3x:3 dx e
3
p)_[4x2\/17x3dx 78(17)(3)2

d)j - gmw Y I(“}—) 3 2(1+;/;)3+€ a J‘%dx gln()(2+5)+c'
e | [ZW —%]dx ;»«W =5lnx|+ ¢ 1) [(2x% +3) Bxax %(2)(2 +3)+C e e
f) j4 fl;(xz dx \{;Apcrg(\/—"’J m) J‘%:de %Ar’csenx“ +C ) Iﬁdx Ja—x?4c
9) Iﬁdx 3Arcsen(5)+C  n) [ sen*2x-cos2x-dx % +C ) J.l);ll:; dx  In(lnx)-Inx+c
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